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Punkter i planet og remmet

Et punkt har null dimensjoner, en linje har én dimensjon, et plan har
to dimensjoner og rommet har tre dimensjoner.

Flere enn tre dimensjoner er ikke lett 4 se for seg, menixEinsteins
relativitetsteori er det firedimensjonale tidrommet sentralt. | videre studier vil du
raskt leere deg a regne med n-dimensjonale rom, men her skal vi holde oss til

2D og 3D.
Ay L Y4
(X, Yy 2
Yo 777 o (X o) y

3 z5t

Vo L

a x ;

. %
For a beskrive plasseringen av et punkt'i planet For a beskrive plasseringen av et punkt i rommet
bruker vi et koordinatsystem med to akser som bruker vi et koordinatsystem med tre akser.
star vinkelrett pa hverandre. Punktet har to Punktet har tre koordinater. Den nye aksen,
koordinater. z-aksen, star vinkelrett pa bade x-aksen og
De to aksene kaller vi vanligvis x-aksen og y-aksen. Legg merke til at punktet (x, , o, 0)
y-aksen, og pilene definerer positiv.retning. i rommet svarer til punktet (x, , yo) i planet.

Vi sier at punktet (xg , ¥, , 0) er projeksjonen av
punktet (xq , Vo , Zo) ned i xy-planet.

Alle punkter i planet har to koordinater og
alle punkter i rommet har tre koordinater.
Til alle ordnede tallpar (x, y) svarer det ett
bestemt punkt i planet.

Til alle ordnede talltripler (x, y, z) svarer det
ett bestemt punkt i rommet.
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Heyrehdndssystemer

Vi vil stort sett holde oss til koordinatsystemer slik de er tegnet p
Ved 4 skifte positiv retning pa aksene, kan vi imidlertid fa fram 2-
koordinatsystemer i planet og 2-2 -2 = 8 koordinatsyste
Nedenfor har vi tegnet de mulige koordinatsystemene i

et.
met.

e Laen strak pekefin
e Bgy tre av fingre

Vurder om det er punktet (1,5, 3)
eller punktet (4, 1, 5)
m er tegnet inn i

inatsystemet til hgyre.
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Vi anbefaler at du bruker GeoGebra aktivt for a stgtte romfor
| Grafikkfelt 3D i GeoGebra er startbildet som vist til hgyre. Kc
er et hgyrehdndssystem med rad x-akse, gregnn y-akse og bla

eget gnske. Nar du har lagt inn punkter, linjer eller an
tak i dem med musepekeren og rotere for a se dem f

12.1
Start GeoGebra, og vis Grz
a Legg inn punkte
Klikk og dra slik at
b Eravstanden m
Klarer du 3 fi
ett punkt?

, 5).

ar sett punktene fra ulike synsvinkler.

nktene konstant eller varierende?

| som er slik at de to punktene faller sammen i

-3).B8-2,5,-3),C-1,0,-3),D(5,5,-3)

n ABCDE ved & bruke kommandoen Pyramide(A,B,C,D,E) eller
ide, A Studer pyramiden fra ulike synsvinkler.

12.3
Bruk Grafikkfelt 3D i GeoGebra.

Legg inn punktene A(4,0,0), B(O,5,0)og C(0, 0, 3).
trekanten ABC ved & bruke verktgyet Mangekant, b

c Lagen pyramide med AABC som grunnflate og
yde 6 ved a bruke verktayet Ekstruder til pyramide, f&

d Finn arealet av AABC og volumet av pyramiden ved 4 se i Algebrafeltet.

Vis at formelen V = %Gh for volumet av en pyramide gjelder i dette tilfellet.
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Vektorer i planet og rommet

Hva er en vektor?

En vektor er et linjestykke med retnings

AB

Ovenfor har vi tegnet to vektorer og satt navn'pa dem. Pila over navnet peker
alltid mot hayre, og viser at det.er en vektor. Vi leser G som «u-vektor» og AB
som «AB-vektor». Skrivematen ABforteller oss at vektoren starter i punktet A
og slutter i punktet B:

Vi legger inn et todimensjonalt koordinatsystem for a beskrive de to vektorene
naermere.

AB

For.a komme fra punkt A til punkt B kan vi ga 4 enheter rett til hgyre og
deretter 3 enheter rett oppover. Vi sier at AB gar 4 enheter i positiv x-retning
og 3 enheter i positiv y-retning, og at koordinatene til vektoren er [4, 3].

S& ser vi pa u. Ogsa denne vektoren gar 4 enheter i positiv x-retning og

3 enheter i positiv y-retning. Altsa har i de samme koordinatene som AB.
De to vektorene er derfor like, i = AB=[4, 3].
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<y
Il

[4.3]

perfekt.
Det spiller altsa ingen rolle hvor vi t
regner vi den som sam
ikke blir endret.

Hvis vi tegner vektoren [ 4
med origo som startpunk 3 @,3)
(4, 3) sluttpunktet f

2

Vektoren viser posis;
punktet i forhold ti
Visier at [4, 3]

[4,3]

1 2 3 4 5

(4, 3, 0) i rommet svarer til punktet (4, 3)
3, 0] i rommet til vektoren [4, 3] i planet.
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[x, y] er en todimensjonal vektor som gar x enheter i
x-retning og y enheter i positiv y-retning.

[x,y,z] er en tredimensjonal vektor som gar x enheter
x-retning, y enheter i positiv y-retning og z en
z-retning.

To vektorer er like nar de har de samme ko

[x1, yil =[xz, 5] = X=X
[X1,Y1,z1]=[X2'y2122] = X=X

Like vektorer har samme lengde o

EKSEMPEI‘ I Finn koordinatene til vektorene.

Er noen av vektorene like eller like la

a=[3,-2] fordi den ga ter i positiv x-retning og 2 enheter i

negativ y-r

nheter i negativ x-retning og 1 enhet i

r ingen enheter i x-retning og 2 enheter i
positiv y-retning.

d =[0, -2] fordi den gar ingen enheter i x-retning og 2 enheter i
gativ y-retning.

—3] fordi den gar 2 enheter i negativ x-retning, 5 enheter i
itiv y-retning og 3 enheter i negativ z-retning.

Vi kan se at ¢ og d er like lange, men ingen av vektorene er like.
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124
Ta for deg vektorene pa figuren nedenfor.

4

ul

\m
IS
al

w

N

a Bestem koordinatene til
b Tenk deg at vektorene
Hvilket punkt ender d:

12.5

Punktene A, B, Co sy
firkant slik figuren 5 5
a Hva er posisj 4 ~_ ¢
punktet A? 3
2T A
T~
1 i .
123456 7 8 9101
12-6 . . . . AZ P(2,3,4)
Bruk figuren til & finne koordinatene h
til vektorene OR, SQ, RQ, QP og PQ. Py
en av vektorene like eller like lange? ‘
50,30 3
...... #0Q2.3,0
. X
o RQ2,0,0)
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Motsatte vektorer

Gitt to punkter A og B.
Vektoren fra A til B er i = AB.
Vektoren fra B til A er v = BA.

De to vektorene er like lange, men motsatt rettet.
Vi sier at G og V er motsatte vektorer, og skr"
U=-veller—g=v.

Hvis G har koordinatene [3, 1], har v koordinate

12.7
Hva er den motsatte vektoren til
a [3,-4] b [5,0,-2]

12.8
Figuren viser en regulaer F E
a Hvilken vektor er motsatt v
b Hvilke vektorer er motsa G b
H C
A B

ng, skriver vi || =5. Det gir ikke mening &
i.at vektoren ogsa har en retning. Det fins
ngde 5, bade i planet og i rommet. Se figurene

eksempel vektore
skrive G =5, for da un
uendelig m vektorer
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Vi tar for oss en vilkarlig vektor i planet,
u=[x,yl

Vi ser at | | er lengden av hypotenusen i en
rettvinklet trekant der lengden av katetene er
absoluttverdien av vektorkoordinatene x og y.
Ifalge pytagorassetningen har vi

Pa tilsvarende mate kan vi utlede en fo rlen

en tredimensjonal vektor.

,V=[3,6,-2] ogw=[5t,0,-2].

Vi bruker forml v en vektor, og far

9+36+4=+/49=7

=25t +4

Finn lengden
3=[3,4 b=[-2,0,1 ¢c=[-7,1 d=[3t,e",-1

12.10
. t slik at lengden av vektoren er 20.
\ t,4t]

v=[18,-8,1]
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12.11

Ovenfor ser du en likebeint trekant, et parallellogram og en sirkel
Hvilke av de inntegnede vektorene pa figuren er

a like
b like lange
€ motsatte
12.12
a Finn posisjonsvektoren til punktet A. B
e 4t .
b Finn vektorkoordinatene til AB, AC, AD, AE o Nl
c Finn|ﬁ|,|Z5|og‘ZF|. S
d Hvilke vektorer har den samme absoluttv 1 £
e Hva er romkoordinatene til A og AB? — | >
4 3 2 - 1.2 3 4 5 6
-1 .
oD 24 ¢
31

BLA OPPGAVER

12.13
Se oppgave 6.13.
a Bestem to vektorer s AB, men ikke lik AB.

b Et punkt G erslik at ‘A—G| =|D—G . Hvor kan punktet G ligge?

12.14

Hva er I@‘dinat

unktet Q hvis PQ=[2,5, 4] og posisjonsvektoren til Per [1, -3, 5]?
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Sum og differanse av
vektorer

Addisjon av vektorer

Gitt d =[x, y;] og Vv =[x, , y,]
Summen er vektoren U +V =[x, + X5/, ¥ + ¥>1.

Gittd=[x,,y,, 2109V =1[x,,¥,,2,]
Summen er vektoren U +V =[X;4on V1 + Vou Zi+ 251

Vi legger altsa sammen to vektorerived a'legge sammen koordinatene hver for
seg. Vi vil nd se hva denne definisjonen betyr geometrisk, og tar av praktiske
arsaker utgangspunkt i en figur med todimensjonale vektorer.

y1+y2

Vi starter i punkt A og gar til punkt B ved i =[x, , y;]= AB.

S& gar Vividere fra punkt B til punkt Cved v =[x, , y,]=BC.

Samlet sett har vi'gatt fra punkt A til punkt Cved G+V =[x;+ X, , y;+ y,]= AC.
Altsd er AB+BC = AC.

Dette gjelder generelt og er opphav til trekantmetoden for vektoraddisjon:

Narwvi vil finne summen
av d-og Vv, tegner vi
fegrst 4. Sa tegner vi v
slik at den starter der u
slutter. Summen G +v
er na vektoren som gar
fra der 4 starter til der >
v slutter.

<!

=)
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a
b
c

Sy

‘ﬁw'\og .

PG og QR
Vi legger sammen koordinatene hver for g far
d+b=[3,4]+[5,-3]

=[3+5,4+(-3)]
=[8.1]

Finn summen av vektorene.
a=[3,4logb=I[5,-3]
c=[-1,3,4logd=[0,2,-4]

Vi legger sammen koo ene hv ar

c+d=[-1,3,4]+[0,
[-1+0,3+2,
[_11510]

starter der m slutter.
gnet med rgdt pa figuren.

Vi tegner n slik a
Summen er da ve

men av vektorene.
4log b =16, 3]

=[2,5,-1ogCD=[1,7,-5]
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12.17

Figuren til hgyre viser to like rektangler.
Skriv summene som én vektor som starter i punkt A.
a AD+DF
b AD+BC
c AF+EA

12.18 ’
For hver deloppgave skal du finne summen av v
deretter bestemme vektorkoordinatene til su

a b e

/ —
12.19
Nar vi adderer flere enn t0 vektorer, leg 0gsa sammen farstekoordinatene
og andrekoordinatene hv seg. Tegner vi vektorene etter hverandre (den
neste starter der de ige summen vektoren som gar fra starten

av den siste vektoren.
4, v og w

av den farste til slu
Finn summen av ve
ved a

a regne

2l

<i{

i

77
b AB+BG+GH A/ /E /

Mttt B c
¢ AF+HG+IF
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UTFORSK

Nar vi adderer to reelle tall u og v, vet vi at u+v =v +u. Rekkefg
addisjon spiller altsa ikke noen rolle for resultatet. Dette er en k
egenskap ved reelle tall.

Videre vet vi at (u+Vv)+w = u+(v+w) for reelle tall. Det
parenteser fritt nar vi adderer flere tall, er en assosiativ
Vektorer har ogsa disse egenskapene.

Den kommutative loven for vektoraddisj

U+v=v+d

Den assosiative loven for vektor

b+vV)+w=0+V+w)

Vi kan derfor skrive summen av parentes og la vektorene
komme i den rekkefglgen vi empel U+v+w ellerv+u+w.

Edvart beviser den ko
Lad=I[x,, ;] og V=

Fo hvordan Susanne har tenkt.

Figurene i Susannes bevis viser ogsa det vi kan kalle parallellogrammetoden

for vektoraddisjon. Forklar denne metoden, og vurder fordeler og ulemper
ammenliknet med trekantmetoden.

Bevis den assosiative loven for vektoraddisjon pa to mater, etter mgnster av
bevisene ovenfor.
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EKSEMPEI‘ 4 Et parallellepiped er en romfigur med seks sideflater, der sideflatene er parv
parallelle. Da er alle sideflatene parallellogrammer.
G
F
c . \

| parallellepipedet ABCDEFGH setter vi U = AB,
Finn AG og BH uttrykt ved {, V¥ og w.

AD og w = AE.

Vi gar fra A til G ved a ga via B og
AG=AB+BC +(G
Vi gar fra B til H ved & ga

DH = AB og BA er motsatte

BH =BA+AD+ erm
vektorer, sa BA=-AB.

12.21
Ta for deg para detie

mpel 4.
rlik G?

¢ Skriv AD + CB s& enkelt som mulig.
d Finn disse vektorene uttrykt ved 4, v og w:

! i FF DG
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Nullvektoren

Gitt to punkter A og B. B
Vektoren fra A til B er AB. /
Vektoren fra B til A er BA. A

Summen av de to vektorene er

AB+BA = AA ’

AA er en vektor som starter og slutter i samme pun a
koordinatene [0, 0] i planet og [0, 0, O]iro t, og le
denne vektoren for nullvektoren, og skriver

12.22

Bestem summen av [3,-2,5] og [
Bestem tslik at [2, t —3]+[-2, 8]
Skriv uttrykket PQ+ QR + RP s& e

r derfor
Vi kaller

- 0o QN T 9
jve]
D
(%]
—
o
3
)
—+
<i
>
Qo
=
<
o]
(@]

Hvilket punkt i rommet N posisjonsvektor?

Vit (=y3), z3+(=2;)]
==X, ¥1=Y2. 21— 23]

itt d=1[x,, y;logv=I[x;,y,l

ransen er vektoren U —v =[x, - X, , ¥, — ¥l
Gittu=1[x,,y,, 2109V =I[x,,y,, 2]

ifferansen er vektoren 4 —v =[x, —x,, Y1 - Y5 .,2,— 2,].
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Siden vi kan skrive differansen mellom to vektorer som summe i
bruke trekantmetoden for vektoraddisjon. Pa figuren nedenfo
vi adderer G og —v for & finne G-V.

=

\
EKSEMPEI‘ 5 Finn differansen mellom vektorene.

a 3=[3,4logb=[5,-3]
b ¢=[-1,3,4]ogd=[0,2,-4]

N

d PO og RQ

a Vifinner differansen ene hver for seg, og far

d RO og QR er motsatte vektorer.
Vi far derfor PQ—RQ = PQ + QR = PR.
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12.23
Finn differansen mellom vektorene.
a 3=[2,4logb=16, 3]

b ¢=[-5,4,0logd=[5,-1,8]

¢ AB=[2,5,-1ogCD=[1,7,-5]

12.24
Figuren viser to like rektangler.

Skriv differansene som én vektor som starter |!u

a AD-ED
b BC-EA
¢ AF-DE

12.25
For hver deloppgave skal du finne diff
bestemme vektorkoordinatene til G

ed tegning og deretter

<!l
<l
<!

N

<y

<y

<l

Fins det en komm v for v

punkter

slutter i punktet
Q(Xz ' }/2)-

Vi kan ga fra P til Q direkte eller ved &
3 via origo. Altsa kan vi uttrykke PQ
sum. Det gir

orsubtraksjon? Begrunn svaret ditt.

n som starter i by

P, . y,)

PG - PO +00
=-0P+0Q
=00Q-0pP
=[xy, yol=[x, yil
==X, ¥, =yil
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Vi ser at farstekoordinaten til vektoren er differansen mellom
farstekoordinatene til punktene Q og P, og at andrekoordinat
mellom andrekoordinatene til Q og P. Litt upresist kan vi altsa
koordinatene til endepunktet minus koordinatene til startpunkte
finne vektoren mellom to punkter.

Vi far tilsvarende resultat om vi tar utgangspunkt i dimensjonale punkter.

Vektoren fra P(x,, y,) til Q(x, , y,) er,
PQ =[xy, =X,y -yl

Vektoren fra P(xq, ¥, 2;) til Q(x5, 5,
Q=[xy=X1,¥2=Y1.2, - 21]-

Nar vi har funnet vektor
mellom dem som lengde

0, kan vi finne avstanden

Legg videre merke til at u nfor gir en alternativ geometrisk mate

samme startpunkt, er 4 —v

EKSEMPEL 6

a Vektoren

PQ=[-3-1,4-(-2),0-3]=[-4,6,-3]
standen mellom punktene er lengden av vektoren fra P til Q.
\ PQ| 47 +6°+(-3)* =61

Avstanden mellom P og Q er +/61.




12 Vektorer

422

EKSEMPEL 7

12.26

Ta for deg punktene A(0, 1,-2)og B(-3, 1, 4).

a Bestem AB. b Bestem avstanden mellom A og
12.27

Ta for deg punktene P(1, 2), Q(3, 5) og R(-2 , 4).

a Bestem PQ, QR og RP. b Hvor lang er sid rekanten P

12.28 .

Ta for deg punktene A(t,1,-3) og B2,-1,t—

a Finn AB.

b Finn avstanden mellom punktene uttryk

c For hvilken verdi av t er avstanden mellom p minst?
d

Hva er den minst mulige avstanden og
Vi har punktene A(-3, 1), B 4
Bestem koordinatene til i BCD blir et
parallellogram.

ABCD er et parallellogram
Vi lar punktet D ha koordina

A_D.z
x-(=3),y-1=

Like vektorer har like koordinater.

Alternativt:

Vi setter opp trykk for posisjonsvektoren til D.

OD =0A+
=0A+BC
=[-3,1+[4-2,3-1]
=[-1,3]

Av p svektoren ser vi at D har koordinatene (-1, 3).

12.29
Punktene A(-4 , -3), B(1, 0) og C(-1, 4) er hjgrner i parallellogrammet ABCD.
inn koordinatene til punktet D.
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12.30
Punktene A2 , -1,5), B(6,-3,2)og D(3, 2, 1) er hjgrner i
parallellogrammet ABCD. Finn koordinatene til punktet C.

Multiplikasjon av vektor med skalar (tall)

Hva skal vi mene med for eksempel 2v?

Det er naturlig & skrive 2v =V + V. Det er nok fordiwi er va vV =V+V nar
ver et tall. Vi setter v =[x, y]. Da blir

2V=vV+vV

=[x, yl+[x, yl
=[x+x,y+yl
=[2x,2y]

Dette antyder at multiplikasjon av
en vektor skjer ved 8 m isere hv
med skalaren (tallet).

LakeRogV=[x,
d kv =[kx , ky].

Da er pr v gitt ved kv = [kx , ky , kz].

elt s& stor som lengden av v.
v kv er | k| ganger lengden av V.

Vi viser dette for todimensjonale vektorer, utledningen for tredimensjonale er
tilsvarende
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EKSEMPEL 8

Geometrisk innebaerer | kv| =| k|-|V| at & multiplisere en vektor
en ny vektor som har den samme eller den motsatte retningen,

en kortere vektor.

ty

Ta for deg vektorene ¢ =[1

2.
Bestem —=cC.
3

T

Bestem lengden a
Bestem k slik

N

[15,-30]=[15-1,15-(=-2)]=15[1, -2]

der C=15p, og daer k=15.
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12.31

Vihar v =1[-2, 4, 3]. Bestem

a 3v b 5 c %v d
12.32

Vivet at|V|=12. Bestem

a |47 b |-37] c&?

12.33
Bestem k slik at G =kvV narv=[12,-2] og

a u=[24,-4] b i=[6,-1 C

Dekomponering av vekto

A skrive en vektor som navt er kaller vi dekomponering.
De to vektorene er kompon il ve .
Vi kan dekomponere en gi 0 delig mange mater.
Pa figuren er den todimensjonale vekto dekomponert pa to ulike mater.
4

7
6 S ¢ [
5 " = “

u u / u
4
3 el I e >
5 (.I1 Up

X

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Vi er som oftest interessert i & dekomponere en vektor slik at komponentene
star vinkelrett pa hverandre og er parallelle med aksene i et koordinatsystem,
slik som til hgyre i figuren ovenfor. Indeksene p og n refererer til at den ene
komponenten er parallell med x-aksen og at den andre star normalt pa x-aksen.

komponer vektoren G =[2, 3] pa fire ulike mater.
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Enhetsvektorer

Vi vil na forklare vektorkoordinater pa en mer presis mate.
Som eksempel ser vipa d=[2,3].
Pa figuren har vi tegnet inn enhetsvektorene €, =[1,0] o

Som navnet antyder, har enhetsvektorer lengde 1.
Vikan se pa G =[2, 3] som summen av ’
to €,-vektorer og tre € -vektorer:

u=2e,+3e,

to enhetsvektorene €, og €,.
For & gi en entydig beskrivelse av en
enhetsvektoren €, langs i
altsa —2e, —4€, +3€,.

ktor, bruker vi i tillegg
aten [-2, -4, 3] betyr

12.35
Skriv vektorene uttrykt ved enhetsvektorer.
a [-5,2] b [-5,2,0] c [-5,2,3] d [-5,0,3]

Skriv rene uttrykt ved vektorkoordinater.
€,—€,+3¢, b € +5¢, c 26,-3€,
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RODE OPPGAVER

12.37
Avgjaer for hver av figurene nedenfor om w er lik G+, G-V eller ingen avd

a b C

7 w w —
Q P ———> / ‘&

V -
u u

12.38

Finn svaret bade ved regning og ved tegning.
Se figuren til hgyre.

a a+b b
c 25+¢-3d d

QN
|
(xRl

12.39
M er midtpunktet pa siden BC i trekanten ABC.
Finn vektorene uttrykt ved G og v.

a AB b MC c AC d BA

12.40

Skriv G uttrykt ved v nar
a U er dobbelt sa lang som v, og vektor amme retning

b G er halvparten sé lang som V, og me retning
c U ertre ganger sa lang som v, og satt retning

BLA OPPGAVER

12.41

Anne er ute og padler
Hun har farten d i forhold til vannet.
Vannet har farten v i forhold til bunnen.
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EKSEMPEL 9

4

Parallelle vektorer

Vi vil na definere hva vi mener med at to vektorer er

U og v er parallelle hvis det fins et tall ke

For eksempel kan vi si at vektorene v og 0 er parallelle med

hverandre.
Siden vi kan velge k =0, er O parallel
Med vektorkoordinater k
hjelp av disse ekvivalensene:

v parallelle vektorer ved

X1, Yyl =klxz, y,]
' Y1 ,Z1]=k[X2 Y2 lzz]

[x1, ¥4l [xz . y,l

a i
b =3,
a Vise —2], eventuelt at [5, -2] =%-[10 ,—4].

Altsa kan ive V = 20, eventuelt U =—=Vv.

N[ —

b Viserat[6,8,4]=2-[3,4,2].
Det er derfor umulig a finne et tall k slik at G = kv.
Derfor er G V.

4
Xom U og v er parallelle.

a U=[8,2logvV=12,8]

b iG=[5,-2logv=[-5, 2]
t=[5,0,0logv=[10,0,0]

d i=[4,2,109V=[8, 4,1
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12.45
Avgjer om U og V er parallelle. Uttrykk i sa fall G ved hjelp av

<y
<y
<
<l

<l

4

Vektoren v er dobbelt sa lang som .
Da mé jeg kunne skrive |V |=2-]d],
tenker Per.

Kan du oppklare for Per?

ene er jo slett ikke parallelle,

m Per ser naermere pa vektorene i oppgave 12.

EKSEMPEL 10

Bestem s og t slik at vektc a og b=[s,3,5] er parallelle.

ot finnes et tall k slik at 3=k - b.

Bestem s og t slik at & og b er parallelle nar3=[4,-3,s]og b=[-12,t, —6).

12.47

g ogrslik at 3 og b er parallelle.
+7,12,qlogb=[g-1,3,5-7r]
3=[r+4,8,g-2logb=[q+3,4,r’ -6

Hva ma tveere hvis [0, 0, tJog [1, 2, 3] skal vaere parallelle? Tolk resultatet.
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EKSEMPEL 11 Undersgk om punktene A1, 4, 3), Q(4, 2, 5) og R(6 , -4 , 8) ligger pa en
rett linje.

Punktene ligger pa en rett linje hvis for eksempel PQ og lelle.

| s& fall fins det et tall k slik at PQ = k - PR.

Vi setter inn vektorkoordinatene og lgser vektorliknin

PO = kPR L

[3,-2,2]=k-[5,-8,5]
[3,-2,2]=[5k, -8k, 5K]

3=5k A -2=-8k A 2=5
2

5 4

Siden vi far ulike verdier for k, fins d
Det vil si at POJ{ PR. P, Q og R ligger 3 en rett linje.

12.48
Undersgk om punktene ligg
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Regneregler
La a og b veere reelle tall (skalarer) og u og v
veere vilkarlige vektorer. Da er
a(U+V)=au+av
ad+bu=(a+b)u .
)= o \

UTFORSK Regnereglene ovenfor virker kanskje opp

har definert sa langt (addisjon av v ikasjon av vektor med
skalar) og det vi har av regneregler
Ta for deg bevisene nede

v

? Det all fordi du kjenner

Lad=I[x;, y;]ogV=I[x,,

ad+bu = alx,, y,1+blx;, yil
=[ax,, ay l+[bx;, byl
=[ax,+ bx,, ay, + by]
=[(a+b)x,, (@+b)yl
=(a+b)[x;, y1]
=(a+b)i

a(@+v)=allx;, yi]+1x5

EKSEMPEL 12

enkler de to uttrykkene.

i=3+3(a-b) V =-2(45-5b)-4b
=3+33-3b =-83+10b-4b
=45-3b =-83+6b
=—2(45-3b)

Vi har at v =-24. Altsa er G|| V. =20
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Merk!
| eksempel 12 var det gitt at 3 )f b. Det er en viktig forutsetning
bade G og v kunne uttrykkes ved for eksempel & alene. Og da v
uansett ha veert parallelle.

12.49
Skriv sa enkelt som mulig.
a Au-2v)-2Q26-v)

b ofLa-v)-2(a+20)
2 3 4

12.50

Undersgk om @ og v er parallelle, gitt at a{ b.

a U=a+b

b

c @

12.51

Vi har vektorene i =13, 2], [0, 5]. Regn ut koordinatene til
a u+5v

b 20-v-3w

2
rened=[1,2,3],v=I[5,-2,1ogw=[7,0,5]. Regn ut

Il
w
QI Q)
I+
w
o g

<EQSECSE U
([l
N TN
Q) |
L~
—
Ol QI
|
O
=

1]
g
~
Q)

|
=

|
N
o

—U—1V+V_l7
3 4

12.52

Ta for deg
a —4v
b 3-(u
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12.53

Ta for deg vektorene i =[3,2,1,v=[6,4,1logw=[-3, s, t].
Regn ut —5-(=20).

Regn ut 54 —2v.

Undersgk om 4 og vV er parallelle.

Regn ut 3- (U + 2V).

Regn ut v + 2w.

Bestem s og t slik at G | w.

Bestem s og tslik at v || w.

Qe =0 o nNn g9

12.54
Ta for deg punktene A(3,0,0), B(0,-2,0), C(0,0,4) og
Undersgk om noen av punktene C og D ligger pa den re

BLA OPPGAVER

12.55
Punktet A ligger pa y-aksen og punktet B lj
Avstanden fra A til C er 3, og avstanden
a Hva kan koordinatene til A veere?
b Hva kan koordinatene til B vaere?
c Finn koordinatene til et punkt D sli

p ere er punktet C(2, 3, 1) gitt.
til Cer 7.

omkrets.
12.56
Punktene A(-4 , -3), B(1, 2 ner i trapeset ABCD, der AB|| CD.
Det siste hjarnet ligger pa linja ikningen y = ——x—2. Bestem koordinatene til D.
12.57

Punktene A8, 1, 3) og B(2 , -8 , 5) er endepunktene pa linjestykket AB.
Finn koordinatene til et punkt C pa AB nar du far vite at C deler AB i forholdet 2: 1.

(4, 2) og D(a, 5) er hjgrnene i trapeset ABCD.
me hvilke verdier a kan ha?
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EKSEMPEL 13

Skalarproduktet

Det fins to ulike mater a definere multiplikasjon av ve

4

r pa:

e Skalarproduktet (prikkproduktet) 4 -v
o \Vektorproduktet (kryssproduktet) G x v

skalar), mens
torproduktet i

En viktig forskjell er at skalarproduktet er et
vektorproduktet er en vektor. Vi kommer tilba
kapittel 12G.

Skalarproduktet av to vektorer finne ere koordinatene hver for
seg og legge sammen. Resultatet er &

Skalarproduktet av

21)2
torene er

X1 X+ V1Yo

GIttG=[X1 ,y1 ’

—O1+2(3+30

Vi bruker definisjonen, og far
\ =10,2,3]-[1,-3,0]
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Forklar ut fra definisjonen at skalarproduk* i-vo r like store.

N

ige vektorer. Da er

12.59

Regn ut skalarproduktet av vektorene.
a u=[6,2logv=I[4,3]

b i=[-3,5,2]ogv=[5,3,0]

c 0=[4,0,0logv=][0,2,7]

2

<l

n vi forenkle uttrykk slik vi er vant med fra tall- og

Et bevis for a +W)=0-V+Uu-w, erslik:

Lad=[x. ¥,z V=I[x3,y,,2,] 09w =I[x3, y3., 23] Daer

b (V +w) =[x, yy 121]‘([)(2 Y2zl x5, 3 123])

=X,y 2zl o+ X3, Y+ ys . 2+ 23]

= x;(X; + X3)+ y1(y2 + y3) + 21(2; + 23)

= XX T X X3t VY VY3t 242, + 2423

= XX VYo T 42y T X X3 VY3t 223

=y 2l g v, 20+ DG, v 2 [xs L s 25]
=4-v+d-w

Forklar tankegangen i beviset.
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EKSEMPEL 14 Regn ut U-3v +V - (V +20) nér du far vite at -V =6 og |V | =2

Vi bruker regnereglene for skalarproduktet, og far
U-3V+V-(V+20)=3-(G-V)+V-V+V-20
=3-(G-V)+V>+2-(V-0)
=5-@-v)+|v|
=5-6+(2/5)
3
5

12.60
a Hvaer|d|hvis G% = 49?
b Hva er v hvis |V | =2v2?

o O
+
N
o

12.61
a Bruk regnereglene for sk
b Regn ut (G—V)? og (i +

il & vise at (G+V)?> =0%+2-T-V +v°.

12.62

Du far vite at G-V = J13. Regn ut
a 2v-u+u-G3v
b (G-2v)-3v

c V-0ay

ektorer

llom to vektorer er den
minste vin n vi ma dreie én av
vektorene slik at de far samme retning.

0 e[0°,180°]

i onsker & framheve navnet pa
vektorene, kan vi bruke skrivematen 6 = Z(u, V).
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Vinkelen mellom to parallelle vektorer er 0° eller 180°, slik fig

viser.
u
— - S .
v v u

Hvis vinkelen mellom to vektorer er 90°, sier vi at v
Pa figuren nedenfor er vektorene ortogon’og vis

A

<!

Geometrisk tolkning 2 uktet

Vi starter med a se pa di vektorer 4 og vV som starter i det
gar G-V fra slutten av v til slutten

[ 2 )
non

S St s oS

> 0
n

sinussetningen, a® = b% +c? —2bccos A.
t i vinkelen 6 pa figuren ovenfor, kan vi altsa skrive

Vi minner o

|G-v|*=|a* +|v|"~2|d|-|7|-cos 6

. Ifalge regnereglene for skalarproduktet kan vi ogsa skrive

2
2_2.0-V+V
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UTFORSK

De to uttrykkene for |L7—\7|2 likner pa hverandre. For at de skal
U-v og|ul:|V|-cos @ veere det samme. Og da har vi utledet den geometriske
tolkningen av skalarproduktet.

Skalarproduktet av G og v er

U-v=|i|-|V|-cos@ .

der 6 er vinkelen mellom d og v.

| utledningen ovenfor forutsatte vi egentli
nullvektoren og at vektorene ikke er p
U-v=|u|-|V|-cos 6 gjelder ogséa i di

rene er
at sammenhengen

ar vi utgangspunkt i en figur
ektorer, den ene parallell med v og

Men hva er skalarproduktet?
som viser U dekomponert i te
den andre vinkelrett pa v.

s i rettvinklede trekanter og far at

vektor med lengden |G |- cos 6.

er altsa lengden av den ene vektoren
parallellkomponenten av den andre langs den farste.

r er parallellkomponentene av Vv og w langs u like lange.
ktene G-V og G-w like store.

Pa figuren ne
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er definert som skalarproduktet av F og s, dvs. W = F -5. | fysi
tradisjon for & skrive F og s i stedet for | l?‘ og |5|. Da far vi W =

Amalie og Bernt har fatt motorstopp. De flytter bil
Bernt dytter med en horisontal kraft, men‘nalie u som danner
30° med veien.

Amalie

Bernt og Amalie dytter ©
Likevel gjar Bernt et starre arbeid'pa bi malie. Forklar.
Hva kan Amalie gjgre for

EKSEMPEL 15

ar du fér vite at |G| =8, |V|=5 og

d 120° e 180°

-20
12.63
. Bestem skalarproduket av G og v nér || = 2, |V| =3 og vinkelen mellom
rene er

b 30° c 45° d 60° e 90° f 180°

Vi minner om enhetsvektorene €,, €, 0g €,.
De har samme retning som koordinataksene og har lengde 1.
Regn ut skalarproduktene pa to ulike mater.

a € beé-e c (6:€6)€ d(¢-¢)¢,
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EKSEMPEI‘ IB Avgjer om vektorene er ortogonale.

a [-2,3]logl6,4] b [5,1,1o0g[-2,4,3]

a Viregner ut skalarproduktet, og far

[-2,3][6,4]=-2-6+3-4=0

Siden skalarproduktet av vektorene er nul ,Ier togon

b Viregner ut skalarproduktet, og far

5,1,1:[-2,4,3]=5-(-2)+1.4+1.3=—

Siden skalarproduktet av vektorene , er de ikke ortogonale.

Vektorene togonale nart =1eller nart =7.

12.65
Avgjgr om vektorene er ortogonale.
a [4,Mog[-4,16]
[-2,5,10g[14,6,-2]
.Togl4,6,0]

6

Be k slik at vektorene er ortogonale.

a [2,5]o0glk,2]

b [2k,4,10g[k,-2,0]
[k?,1—k,-7]og [2k , k+7,1]
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12.67
Vi har punktene A(4 , 2) og B(-2, 5). Videre ligger et punkt G
Finn koordinatene til Cslik at AC L AB.

UTFORSK a Finn minst tre vektorer som er ortogonale med [2 ,/6].
b Visat[x,ylL[-y,x]ogat [x,y]J_{L—ﬁ}
Formuler ut fra dette to ulike algoritmer !or inne en | vektor til
en gitt todimensjonal vektor.

¢ Finn en algoritme for a finne en ortogonal vektor ti redimensjonal
vektor.
_ EKSEWPELTS ®n

Bruker cos™' for & finne vinkelen.

EKSEMPEL 18

Finn vinkelen mellom vektorene [

Vi bruker skalarproduktet, ogf

[-2,3,4]'[5,3,-7]=

-2-5+3:3+4-(-

12.69
. ene A(-3,2,1),B3,-6,2)og C(1,1,1)danner trekanten ABC.
Bru arproduktet til & finne vinklene i AABC.
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12.70

Lengden av G er 4, og lengden av v er 9.

a Finn skalarproduktet av de to vektorene nar vinkelen mellom dem er 60°.
b Hva ma vinkelen mellom dem veere for at skalarproduktet av dem skal bli
¢ Hva ma vinkelen mellom dem vaere for at skalarproduktet av d‘skal bli

12.71
Bestem t slik at vektorene G og v blir ortogonale.
a u=[2,tlogv=][3,8] b i=[t-1,t,0logv=I[4,-1,3]

12.72 (Eksamen Forkurset 2013)

Gitt to vektorer i rommet: OB=[1,2,2] og BC =[0,1,-2].
OBC danner en trekant. Benytt vektorregning til a vise at vi

BLA OPPGAVER

12.73

Vi lar timeviseren og minuttviseren pa en klo 2 lengder 2 og 3.
a Hvaer G-V nar klokka viser 9.30?

b Finn et tidspunkt der G L V.
c Finn et tidspunkt der 4 -V = 6.

12.74

12.75
a Forklar

To linjer er gitt
b Vis a&a

=[1, a] forteller om linja y =ax+b.

ingene y =ax+b, 0g y =a,x+b,.

jene star normalt pa hverandre. '

gjgre om linjene y =5x+20g y = —E—ZX star normalt pa

enfor

vV har lengdene 2 og 3.
m vektorene slik at vektorene G+V og 24U —v star vinkelrett pa hverandre.

Bestem vinke
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4

4

[T

Determinanter

ry Vivil finne et uttrykk

% forarealet av
parallellegrammet

% i utspent av to vilkarlige

Ny e todimensjonale vektorer

u=[x;, ] 09

X V=[x, ¥l

N

<

X

<l

Xt % X

v X

Pa figuren til hgyre har vi omskrevet parallellogrammet med et rektangel som
har arealet

(X +X3) - (Y1 + ¥2) = Xy d X0y + Xo¥at Xo 5

| tillegg til parallellogrammet inneholder|dette rektanglet
e to like rektangler, med samlet areal 2x;y,

. 1
e to like trekanteymed samlet areal 2-5)(1;/1 =X/

. 1
e to like trekanter, med samlet.areal 2-§x2y2 =X

Vi kan finne et uttrykk for arealet av ved a trekke arealene av
disse figurene fra arealet av det omskrevne rektanglet. Da far vi

XXy, + XY £ XY — 2G) 1 — Xy — XY, =
Denne strukturen oppstar ofte i matematikk, og har derfor fatt en egen

skrivemate og et.eget navn. Vi kaller det en determinant, og skriver

X1 W

=XV =YX
X2 Y2

Legg merke til at det er koordinatene til U =[x;, y;] og V =[x, , y,] som utgjer
radene i determinanten. Derfor sier vi at dette er determinanten til vektorene G
0g v, og vi skriver

X1 Y1

det(u,v)= =X1Y5 — ViXy

X2 Y2

Siden determinanten til to vektorer kan bli negativ, er det absoluttverdien av
den som er arealet av parallellogrammet vektorene utspenner.
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Arealet av parallellogrammet utspent av vektorene
d=I[x,,ylogvV=I[x,,y,ler

=|X1YZ—Y1X2|

EKSEMPEL 19 a Finn arealet av parallellogrammet med hjgr

og D(0, 4).
b Finn arealet av trekanten med hjerner i

|det(L7,\7)|=H X
X2 Y2

a Parallellogrammet er utspent av AB 0g-ABD

AB=[4-(-2),2-1=[6,1
AD=[0-(=2),4-1=1[2, 3]

Arealet er derfor
|det (4B, AD)| = 16| =16

b Trekanten er utspe

12.77
Finn arealet av parallellogrammet utspent av vektorene U og v.
a u=[7,3logV=[2,5] b i=[1,2]ogvV=I[3,4]

t av trekanten utspent av vektorene [6, 1] og [-2, 8].

12.
Punktene A(1, 1), B(5, 2), C(4, 4) og D(0, 3) er gitt.
a Finn arealet av parallellogrammet ABCD.
Finn arealet av trekanten ABC.
c Hvorfor ble ikke svaret i oppgave b halvparten av svaret i oppgave a?
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3 x 3-determinanter
Determinantene vi har sett pa sa langt, har hatt to rader og to'kolo

Vi kaller dem 2 x 2-determinanter. | forbindelse med tredimensjone

vil vi fa bruk for determinanter med tre rader og tre ko ike
determinanter kaller vi 3x 3-determinanter.
Determinanten til vektorene d =[x,, y,,z], v = [le, )% og y3.2z3]er
X, Z X
2 2 + v 2
Z3 X3

X1 Y1 4 y y
det(u,v,w)=| x; ¥, 2z |=x;- ? ?
Y3 Y3
X3 Y3 Z3
J

For & regne ut en 3x 3-determina
den farste raden med hver sin 2
e Det forste tallet i rad ¢ inanten vi far ved a fjerne farste
rad og farste kolonne.
e Det andre talletirad 1 determinanten vi far ved a fjerne farste
rad og andre kolonne
e Det tredje talletirad 1 erminanten vi far ved a fjerne farste
rad og tredje kol

EKSEMPEL 20 Regn ut determi ene G=[1,2,3],v=[-4,1,0logw=[2,1,6].

% 3-determinant, og far

e ut produktet av tallene pa

10 4 0 4 1
"1 6‘_2' 2 6|3 2 1
=1:(1-6-0-1—2-((~4)-6-0-2)+3-((-4)-1-1-2)
—6+48-18

.80

ut determinanten til vektorene u, v og w.
[1,0,3,v=[4,1,2logw=[2,1,3]
[-1,3,0], v=[-1,1,2]ogw =I5, 3, 6]
1,2,3,v=[,0,0logw=[0,1,0]
li,j,kl,v=[-2,3,0logw=I[5,1,-4]

QN T 9

u
u
u
u
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Vektorproduktet

Vektorproduktet av to tredimensjonale vektorer har i

planet. Q

Vektorproduktet av G og V er ogsa en vektor. Vis
kryss, og derfor kaller vi det ogsa kryssprodukte
vektorproduktet skal vise seg a gi det egenska
geometri og fysikk.

Vektorproduktet av d =[x, y,




12G Vektorproduktet

m Regn ut vektorproduktet av vektorene [2 , 4, 6] og [1, 3, 5].

Av definisjonen pa determinant-form far vi

y
[2,4,6]x[1,3,5]=| 2 4 6
1 3 5

[la6]| |26]|20m
135711 5[40 3
[4-5-6-3,~2-5-6:1,2-3-4-1]

—[2,-4.,2]

Med Python:

from pylab import *

u = array([2,4,6])
array([1,3,5])

vektorproduktet = cross(u,v)

coONOUVIhWNPRE

print( , vektorproduktet)

Utskrift:
Vektorproduktet ern[2 -4 2]

12.81
Regn ut vektorproduktene.
a [211I0]X[1I4I1] b [OI1I_2]X[3I_1I1] C [31_11_2]X[21_4l1]

12.82

Ta for deg vektorene i =[1,2,4]ogVv =[3,5, 6].

a Regnut dxv.

b Regnutvxda.

¢ Hvilken sammenheng er det mellom svarene i oppgave a og oppgave b?

Vektorproduktet er ikke kommutativt.
For to vilkarlige vektorer U og v i rommet er

uxv =—(vxu)
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&Z

12.83
a Regn ut vektorproduktene. Kommenter.
1 [1,8,2]x[1,8,2] 2 [-2,3,0]x[-2,3,0]

b Lad=I[x,y,z]veere en vilkarlig vektor i rommet. Vis at i x i =

For en vilkarlig vektor 4 i rommet er
12.84
Ta for deg vektorene G=[1,2,4],v=[3,5,6]0 —3,1,4].
a Regnutux(V+w).
2|0

b Regn ut Gxv+uxw.
¢ Hvilken sammenheng er det mellc ¢

jave a og oppgave b?

Vektorproduktet er dis i ensyn til addisjon.
For tre vilkarlige vektore V v i rommet er

12.85
lakeRoglad
i rommet.

(kv) = k(U x V)

e tredimensjonale vektorene 3, b og € (ingen av dem er nullvektoren) er gitt.
du siom

mmenhengen mellom det (3, b, €) og det (3, ¢, b

é ) ’ )
menhengen mellom det (3, kb, C) og det (a, b, k&)
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EKSEMPEI‘ 22 Regn ut G x (5V)+V x (V +2d) nar du farviteat uxv =(2, 3,

12.86
a vxiu
12.87

Du farviteat i xv =[-
a (GU)xV+ux(4v)

12.88
a Regn ut.
1 [1,8,2]x[2,1 ,1Ix[6,-9, -3]
b La i vere en vilk . Vis at G x (ki) = 0 for alle k € R.

¢ Bestem m slik

Ta for deg ve ned=[1,2,4logv=[3,5,6]

a Regnutd-(Gxv).

b Regnutv-(GxV).

c Forklar hva svarene i oppgave a og oppgave b forteller oss.

nd, v og Uxv i Grafikkfelt 3D i GeoGebra.

u finne en synsvinkel som bekrefter resultatet fra oppgave c?
Danner , v og U xV et hgyrehandssystem eller et venstrehandssystem?

12.90

Ta for deg enhetsvektorene €, =[1,0,0] og €, =[0, 1, 0].

a Regnuté, xé,.

b Danner€,, €, 0g €, X €, et hgyrehandssystem eller et venstrehandssystem?
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For to vilkarlige vektorer 4 og v i rommet er
vektorproduktet U x v en vektor som er
ortogonal med bade d og v.

<I <
[~ -]
<L <y

lux
lux

Vektorene 4, v og U xV (i denne rekkef
danner et hgyrehdndssystem.

Vi vil bevise at 4, v og U xV danner et hgyreha
der G og v ligger i xy-planet og 4 peker la
Daeri=[x,,0,0]der x,>0,09V =
Ifalge definisjonen er vektorprodukte
Vektorproduktet U x v star vinkelrett

m. Vi ser farst pa tilfellet

ller fjerde kvadrant 4z
ative z-aksen.

<y

<
X
<i

<

For det generelle tilfellet at G og v er vilkarlige vektorer i rommet, kan vi tenke
oss at vi lager en kopi av koordinatsystemet og roterer det slik at G og v ligger
i.xy-planet og G peker langs den positive x-aksen. Da kan vi ut fra det vi viste
siat d, vV og G xV danner et hgyrehdndssystem.

k!
D r en bevisteknikk som er verdt & merke seg: Vi viser resultatet for et
spesielt tilfelle, og argumenterer for at det generelle tilfellet kan fares tilbake til
spesialtilfellet.
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EKSEMPEL 23 En vektor har lengde 3 og er ortogonal med béde [2, 4, —4]

Hvilken vektor kan dette veere?

Vi finner vektorproduktet av [2, 4, -4] og [-1,0,1].

[2,4,-4]x[-1,0,1]

to mater:

[4,2,4]=2-12
[4,2,4]=

er kravene: [2,1,2] og [-2,-1,-2].

En vektor ngde /5 og er ortogonal med bade [6,1,2] og [3, 1, 2].
Hvilken vektor kan dette vaere?

En vektor w har lengde 3 og er ortogonal med bade i =[2, 4, -4] og
v =[-1,0, 1. Bestem vektoren ¢ nar du far vite at (4, v, w) er et
rehandssystem.
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12.92

Den magnetiske kraften F pa en elektrisk ladd partikkel i et magnetfelt er
proporsjonal med vektorproduktet av farten v og den magnetiske feltstyrken B.
Proporsjonalitetskonstanten er ladningen g som partikkelen har.

a Formuler dette matematisk.

b Forklar at retningen pa kraften pa.den positivt ladde partikkelen pa figuren
er i samsvar med formelen i'oppgave a:
Lag en skisse som viser banen en negativt ladd partikkel vil ha i det samme
magnetfeltet.

Enheten er newton for/kraften, m/siferfarten, tesla for feltstyrken og coulomb

for ladningen, men her skal du regne uten enheter.

Et proton med farten {2, —4., 1 kommer inn i et omrade der den magnetiske

feltstyrken er [1, 24,—3]. Protonetshar ladningen 1,6 - 107"°.

¢ Bestem den magnetiske kraften som virker pa protonet nar det kommer inn
i magnetfeltet.
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| ™Y
Lagranges identitet

Pa veien fram mot den geometriske betydningen av vektorproduktet skal vi ta
for oss en identitet utledet av den franske matematikeren Lagrange pa
1700-tallet.

Lad=I[x;, ¥, 2009V =[x, y,,2,] vaere to vilkarlige vektorer i rommet.
Farst ser vi pa kvadratet av absoluttverdien‘av. vektorproduktet av de to
vektorene:

|0 x \7|2 = (Y12, — 21y, + (20X = X2, + (Xya =YX,

2.2 2.2, .22 2.2 .22 2,2
= Y125 = 212,20y, + ZY Y5 + 21 X5 = 2ZiXaX0Z, + X1 Z5 + X Y5 — 2X4Y 01 X0 + Vi X)

2.2 22, .22 2.2 .22 2.2
= Y12y =201 0ZiZy + ZY Y5 + 21 X5 — 2X0XZ0Z5 £ X025 + Xi Y5 — 22X X1y o + Vi X)

2.2 2.,2 2,2 2.2 2.2 24,2
=YiZy+Z{Y) + ZiX) + X725 ¥X7Y5 F Y Xs — 2X40X0Y1Y ) — 2X0X)242, — 2Y1Y 2242,
Sa ser vi pa kvadratet av skalarproduktet/av vektorene:

., 2
(G-V) =Xy + yiys + 2123)

2.2 2.2 2.2

= X7X0  Xi XYY T X0 XoZhZy + Y1V XX B V2 T V1Va2iZy + 242 X0X5 + 242340 + 2725

202, .22, 2.2
=X\ X5+ Y13 + 2125 + 26X, )1Y 2 + 2X0X0212, + 2Y1Y 2212,

Hvis vi legger sammen disse uttrykkene, vil de tre siste leddene oppheve
hverandre. Vi far

=2 e 2 22 2 2 32 292 22 292 322 235 39
|UX V| +(U-V) =Y5254 27 Y5 + 27 X5 + X1 Z5 + X1 Y5 + YiXs + XT X5+ Yiys + 2725
27,2 2 2 2/.,2 2 2 27,2 2 2

2002002y o2, 2. o2
= (X7 +yi+2z7) (x5 +y5 +25)

Vi gjenkjenner kvadratene av absoluttverdien av G og vV, og far Lagranges
identitet:

|Gxv[* +(@ V¥ =|af*|v[
eller, omskrevet:

L2 a2 (=2 e
jaxv|*=[al"|v|"-@vy*
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Vivetat G-V =|idl|-|V|-cos 6, der @ er vinkelen mellom vektoren
Innsatt i Lagranges identitet far vi

|axv|”=|al"-|v|" —(|d]-|v|cos 6)
_|af 7 -|a 7F-co?0
=|U|2'|\7|2~(1—c0520)
=|a|*-|v[*-sin?6

=(|a[|7|-sin6)’

Siden 8 €[0°, 180°], er sin @ > 0. Derfor far

|axv|=|a|-|v] -sin6

La 6 veere vinkelen
vektorer U og v i ré

|G| =|d| 7] -si

12.93
Vis at sammenhenge -[V]-sin @ stemmer for vektorene G =1, 2, 4]
ogv=I[3,5,6]

12.94

To vektor engder +/3 og 2, og lengden av vektorproduktet av

de to vektor r 3. Hva er vinkelen mellom vektorene?
12.
Finn vinkelen mellom vektorene G og v nar ingen av dem er nullvektoren og du

far vite at
a |U><\7|=|U|~|\7| b |U><\7|=O

skje hart uttrykket «kraft ganger arm»?

ikter til at nar vi for eksempel vil Igsne en skrue

ter godt fast, er det en fordel 4 ta tak langt =
ute, og vinkelrett, pa skaftet til skiftengkkelen.

Forklar dette nar du far vite definisjonen av dreiemomentet 7:

™y
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12.97

Ta for deg vektorene G =[1,0,2] ogv =[-2,0, -1].
a Regnutd-vog|dxv|.

La 6 vaere vinkelen mellom & og v.

b Finn den eksakte verdien av cos 6 og sin 6.

¢ Bestem 6.

12.98

Vi minner om enhetsvektorene €,, €, 0g €,.
De har samme retning som koordinataksene og har lengde 1.
Regn ut vektorproduktene.

a é,xg, b € x¢€,
12.99

Skriv sa enkelt som mulig.

a g-v-v-u b ixvV-vVxi
d (U+V)x(@+V) e (U+V)x(U-V)
12.100

Per og Kari har regnet ut hvert sitt vektorp

Per:[2,3,1x[1,1,-21=[-7,5.1]
Kari: [4,1,0]x[3,2,0]=[0,0, —

t feil.
begrunne at Kari ogsa har regnet feil.

a Bruk skalarproduktet til & vise at Per ma
b Bruk hgyrehandsregelen for
¢ Hvorfor avslgrer ikke skala

BLA OPPGAVER

12.101
Lad=[x, ¥,z V=I[Xy,Y,,2,] 0gW =[x5, y5, z3] veere tre vilkarlige vektorer i rommet.
a Visat W) =(UXV) W.

(U-w)-v—(u-v)-w.

b Vis&ta X

Vektorene p
Forklarat b=d =

gittved p=[2,a,blogg=I[3,c,d]. Videreer pxg=[0,0,8]og p-gG =4.
. Bestem deretter a og c.
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12 H Areal og volum Q

Vektorproduktet og areal

La de tredimensjonale vektorene G og vV ha de! sa start
Hvis vektorene ikke er parallelle, utspenner de a

am i rommet.

Z
.
.

Arealet av et parallellogram er grun
Her er grunnlinja |d| og hgyden h =| ne. er derfor

|a|-|v|-sin6

Dette gjenkjenner vi som le orproduktet av G og V.

halvparten sa stort som arealet av
v de samme vektorene.

ktorer G og v i rommet
utspenne arallellogram med arealet

|dxV|

en trekant med arealet

orklar at arealformlene ovenfor forutsetter at G og v ikke er parallelle.
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EKSEMPEL 24 Punktene A(1, 3, 2), B(2,1,4) og C(3, 2, 0) danner en trekan
Finn arealet av AABC.
Vi velger & ta utgangspunkt i hjgrnet A. Da kan vi si at er utspent
av vektorene AB = q ,—2,2]og AC=[2,-1,-2].
Vi beregner derfor > ‘ AB x A_C'|
&,
ln.-2,2x2,-1,-21 = 2
2 2 ;

1 =2
2 -1

Arealet av trekanten

grammet utspent av vektorene d =[1,-3, 2] og

ten utspent av vektorene ¢ =[5, -7, 11 og

—_

), B(-1,1,-2) og C(2,3,-2) danner en trekant ABC.
a Finn areale AABC.
b Finn avstanden fra C til AB.

12.106
. kant har hjgrneri A(3,1,2), B(4,3,2) og C(1+t, 2t , 4).
a m arealet av AABC.
Hvordan kan det ha seg at arealet ikke er avhengig av t?
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La vektorene U, v og w ha det samme startpunktet.
De utspenner et parallellepiped. Dette er en romfigur som er avgrenset av seks
parvis parallelle sideflater, der sideflatene i hvert par er like parallellegrammer.

=)

Siden grunnflaten er et parallellogram, er arealetavigrunnflaten | x V.
Vektorproduktet G x v star vinkelrett pa bade.d.og v, og dermed ogsa pa
grunnflaten i parallellepipedet. Hayden hkan vi derfor finne langs vektoren
UxVv. Av figuren til hayre ovenfor servi at hzer katet i en rettvinklet trekant der
hypotenusen er |w|. Vinkelen 6 i trekanten‘er samtidig vinkelen mellom a x v
og w. Det gir h =|w|-cos'@.

Volumet er arealet av grunnflaten multiplisert med hayden, det vil si

|UxV|-|w|-cos @

Vi har her produktet av'lengdene awderto vektorene U x vV og w multiplisert
med cosinus til vinkelen mellom dem. Dette gjenkjenner vi som skalarproduktet

(Gxv) w

Dette uttrykket kaller vi trevektorproduket, trippelproduktet, eller
volumproduktet.

Vi er ikke helti'malsFiguren vi stattet oss pa, er tegnet slik at i x v peker
oppover'iforhold til'grunnflaten. Hvis G x v i stedet peker nedover, vil cos 8 ha
samme absoluttverdi, men negativt fortegn. Volumet er i sa fall lik
absoluttverdien av trevektorproduket.

La U, v og w veere tre vektorer i rommet som ikke er parallelle.
De utspenner da et parallellepiped med volumet

|(UxV)-w|

Merk!

Det spiller ingen rolle hvilken av de seks sideflatene vi tenker pa som
grunnflaten. Det er derfor det samme hvilke to av de tre vektorene som
inngar i vektorproduktet. Det gir tre uttrykk for volumet:
|({@xV)-w|=|(Uxw) V| =|(Vxw)-d|.
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EKSEMPEI‘ 25 Et parallellepiped er utspent av vektorene [6,0, 2], [5, 1, 3] og

Finn volumet av parallellepipedet.

439

Vi velger to av vektorene, og finner vektorproduktet av,

e e, €

6,0,2]x[5,1,3]1=| 6 0o 2 .
5 3
0
1

| |6 2 0
s 35
, 6]

=[-2,-
Sa finner vi skalarproduktet av den og.den tredje vektoren som
utspenner parallellepipedet.

>
N

—

0 w N

[-2,-8,6]-[0,4,6]

Volumet av parallellepipe

12.107

Et parallellepiped e ent av vektorene [1,1,4],[2,2,10g[4, 2, 3].
Finn volumet av pa ipedet.

12.108

Et parallellepiped er u v vektorene [0,0,4],[3,0,0]0g [0, 2,0]
a Lag en'ski ipedet. Hva kaller vi et slikt parallellepiped?
b Regn ut llellepipedet.

Punktene A ,0,B4,1,1),C5,6,2),D2,5,1),E2,1,4),
6) og H3, 6, 5) er gitt.

a Vis at firka ABCD er et parallellogram.

b Vis at AE = BF = CG = DH og forklar at ABCDEFGH danner et

parallellepiped. Finn volumet av parallellepipedet.
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Trevektorproduktet som determinant

Et parallellepiped er utspent av vektorene G =[x, y;, z:], V =[x,
W =[X3, y3,Z3]. Volumet er da absoluttverdien av trevektorprodu

Siden

<i
X
S
1l
R

Y2 23 |=
X3 Y3 Z3

far vi

U'(VXW)=[X1,Y1,Z1]'[

=det (U, V.

ner et parallellepiped med volum V
av determinanten til vektorene:
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| parallellepipedet ABCDEFGH er grunnflaten ABCD et parallellogram og AE‘er
én av sidekantene. Punktene A(1,3,2), B(2,1,4), D(3,2,0) og E(2,1,10) er
gitt.

Finn volumet av parallellepipedet.

Vi finner farst tre vektorer som utspenner parallellepipedet.
AB=[2-1,1-3,4-2]=[1,-2,2]
AD=[3-1,2-3,0-2]=[2,-1,-2]
AE=[2-1,1-3,10-2]=[1,-2, 8]

Sa finner vi determinanten til disse vektorene.

b2 e = -
2 -1 2 |=1| D, o |16 +2-‘§ ‘;‘
12 8 -

=-1-8=(2:(-2)+2:(2:8-(-2) )+2-(2- (-2 - (-0 )
=18

Volumet av parallellepipedet.er 18.

12.110

| parallellepipedet ABCDEFGH er grunnflaten ABCD et parallellogram og AE er
én av sidekantene. Punktene A(1,0,1), B(2,1,0), D(3,2,0)og E(-1,2,7) er
gitt.

a Finn volumet av parallellepipedet.

b Finn,hgyden av.parallellepipedet.
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Avledede figurer

Hvis vi deler et parallellepiped gjennom diagon nflaten, far
vi to skeive prismer med trekantet grunnflate. ar halvparten

************************************

B

Volumet av en pyramide er Juktet av grunnflaten og hgyden.
Grunnflaten i en pyramide torer kan vaere en trekant eller et
parallellogram.

e Hvis grunnflaten parallellogram (figuren til venstre), er volumet

sdel av parallellepipedets volum. En slik
ntete flater, og vi kaller den et tetraeder.

piped med volum |det (4, vV, w))|
e et trekantet prisme med volum %| det (U, v, w)|
e en firkantet pyramide med volum %~|det @,v,w)

1 Lo
tetraeder med volum : |det (G, v, w)|
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EKSEMPEI‘ 21 Et tetraeder har hjgrneri A(1,-1,2), B(4,1,6), C(2,2,2) og L

Finn volumet av tetraedret.

Vi finner farst tre vektorer som utspenner tetraedret.
AB=[4-1,1-(-1,6-2]=[3,2,4]
AC=[2-1,2-(-1,2-2]=[1,3,0] .
AD=[3-1,0—(-1),-2-2]=[2,1,-4] \

Sa finner vi determinanten til disse vektoren

N = W
- W N

4
0
4

12.111
Et tetraeder ha 0), P3,-1,-2), Q(6,2,-1 ogR(5,10,0).

ktet R til grunnflaten OPQ.

Bestem volum

a et trekantprisme der 3=[0,0,4] og b =[3, 0, 0] spenner ut grunnflaten og
¢ =[0, 2, 0] er en sidekant

b en pyramide med firkantet grunnflate der 8=1[0,3,4]og b=[1,-2, 2]

enner ut grunnflaten, og ¢ =[-2,5, 3] er en sidekant

ar koordinatene til fire punkter A, B, C og D.
L —
Han regner ut g"(AB><AC)'AD|. Svaret blir 0.

Hvilken konklusjon kan Jens trekke?
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RODE OPPGAVER

12.114
Et tetraeder har hjgrner i 0(0,0,0), A(a,0,0), B(O, b,0)0gC(0,0,c).

a
b

Lag en skisse av tetraedret ndara=b=c=5.
Bruk vektorregning til & finne volumet av tetraedret uttrykt ved a, b og ¢

Vis at formelen for volumet av en pyramide, V = %G-h, gir samme resultat.

12.115 (Eksamen Forkurset 2015)
Gitt tre punkter A(0,0,0),B(3,1,0)0g C2,4,0).

a
b

Bestem CA, CB og ~C.

A, B og C utgjer tre av hjgrnene i et parallellogram. Vis at punktet D(—1",°3,'0) utgjer det siste
hjgrnet nar ABCD skal veere et parallellogram.

ABCD utgjer grunnflaten i en pyramide med toppunkt 7(1 , 2 ,/5).

Vis og forklar hvorfor dette er en rett pyramide med kvadratisk grunnflate.

Regn ut volumet av pyramiden ABCDT.

Regn ut arealet av sideflaten ABT.

BLA OPPGAVER

12.116 (Eksamen Forkurset 2009)
Vi har gitt tre punkter i rommet: A(1, 24,,0), B(4 ,3, 2),09 C(3, 6, 2).

a
b
c
d

e

Beregn AB, AD, | AB|, ‘A—D‘ og vinkelen mellom disse‘to vektorene.
Beregn koordinatene til et punkt C slik at ABCDiblir et parallellogram.
Bestem arealet av parallellogrammet ABCD.

Et punkt T(x, 3, 7) er toppunkt i‘en pyramide med grunnflate ABCD.
Beregn verdien av x slik at pyramidens volum er 12.

Beregn hgyden i pyramiden.

12.117

Et reguleert tetraeder er en pyramide der de fire sideflatene er likesidete trekanter.

| et requlzert tetraeder ABCD er siden 1. Tetraedret er plassert slik at A faller sammen med origo,

B ligger pa %=aksen, ingen av hjgrnene har negative koordinater og bare D har z-koordinat forskjellig
fra 0.

a
b

Bindingsvinkelen H-C—H er kjent som tetraedervinkelen.

(d

H
Metan, CH,, har den stabile tetraederstrukturen. | hvert hjgrne er det et
hydrogenatom, og karbonatomet ligger like langt fra dem alle. [
\

Bestem koordinatene tibhjernene i tetraedret eksakt.
Brlks vektorregning til a finne volumet og overflaten av tetraedret.

Bestem tetraedervinkelen med to desimalers nagyaktighet. H D,
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SAMMENDRAG

Like vektorer Vektorproduktet

X, v1, z)=x0, ¥, . 25]
()

X1=Xy N N1=Yo N Z51=2;

Like vektorer har samme lengde og samme
retning.

Lengden av en vektor

|Ix, Yl = yx*+y?
|Ix.y,z]|=yx*+y?+2°

Parallelle vektorer

UV & U=kVv & ixv=0
Ortogonale vektorer

Ulv  G-v=0
Regneregler
.y zlxlx . v, 2l =g+
K-[x1. y1, zil=1kxy , kyy, kzy]
a(l+V)=al+av
(a+b)d =au+bu
(ab)u = a(bu)

Skalarproduktet

I, yi,zidalXo  ya 2l =X X0+ Yy Yo+ 210 2,






