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Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) var en tysk filosof
og matematiker, og han er
beremt for sine arbeider
innen differensialregning og
integralregning.
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or deri
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2d algeb



15A Det bestemte integralet

I5 A Det bestemte integralet
Figurene viser grafen til funksjonene f og gigitt ved f(x) =% 0g g(x) = 5x.

Pa begge figurene er det markert et omrade mellom grafen‘oeg x-aksen, som
i tillegg er avgrenset av de vertikale linjene x =41 0g'x=15.

2 (%)

/

v X

4 9(x)

v

Hva er det eksakte arealet'T av omradet/under grafen til g, i figuren til hgyre?
Omtrent hvor stort anslar du‘at arealet A av omradet under grafen til f er?

Vi kan finne tilnermede verdier for A ved a tegne rektangler. Vi tegner farst
rektangler under.grafen til'f. Se.pa figuren til venstre nedenfor. Med fire like
brede rektangler-er det.samlede‘arealet av rektanglene 30.

Vi tegner sa rektangler‘overgrafen til . Se pa figuren til hayre nedenfor.
Det samlede,arealet av disse fire rektanglene er 54.

 A(x) 4 %)

/ /

/ /

» A »
S— T i = t t >

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Vis hvordan vi har regnet for 8 komme fram til det samlede arealet i de
to tilfellene.

Verdien av arealet A ma ligge et sted mellom 30 og 54.
Foresla mater du kan tilnserme A bedre.

Ehuhl
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UTFURSK Undersgk hva programmet nedenfor regner ut. Gjgr endringer i programmet

slik at du finner en god tilnaermingsverdi for arealet A.

1 =4 # antall rektangler
2

el def f(x):

4 return x**2

5

¥ areal = 0

A bredde = (5 - 1)/n

8

M for i in range(n):

10 hoyde = f(1 + i*bredde)

11 areal = areal + hoyde*bredde
12

(el print(areal)

| Utforsk ovenfor kan vi finng‘arealet T eksakt, fordi omradet har form som en
kjent geometrisk figur, et trapes. Arealet A finner vi bare tilnaarmingsverdier for.

Det samlede arealet av/rektangleneérunder og over grafen kaller vi henholdsvis
en nedre trappesum N'og en avre trappesum @ for funksjonen f. Fordi
summene i dette tilfellet bestar av fire rektangler, kaller vi dem N, og &,.

Og siden de er tegnet mellom x=.1 og x = 5, kaller vi dem «nedre og avre
trappesummer til Filintervallet [1°,°5]».

Arealet av omrddet under grafen til f ma ligge mellom de to trappesummene.
Altsa er Ny < AL @,

La oss ke antallet rektangler.

4 f(x) 4 f(x) 4 f(x)

v X
v X

v X
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EKSEMPEL 1

En nedre trappesum vil alltid vaere mindre enn eller lik arealet A
alltid veere starre enn eller lik A. Vi kan skrive N, < A< @, de

16 rektangler hver. Da er avviket mye mindre.

Vi tenker oss at antall rektangler i trappesummene
Ideen er at trappesummene da blir bedre &)e
begge naermer seg A som en felles grenseverdi.

lim N, = lm@,=A

n—ceo n—eo

Funksjonen f er gitt ved f(x) = x.

a Lag figurene som illustrerer de ¢ ene &, &, 0og Dy, til fi

etrisk tolkning av denne.

b fx) b fx)

X

1 1 1

ere glet som svarer til &,, er 1, og hayden er f(1).

hayre endep

11
1=—+—_
4 2

Slw

@2 =lf{l)+lf(1)=ll+l
2 2) 2 22 2

en pa hvert rektangel i J;er % og hgyden er funksjonsverdien i det
ha ndepunktet.

11 12 13 18
@8__._+_._+_._+...+_._
88 88 838 8 8
—i(1+2+3+ -+8)
64
L 36_2

605
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b Bredden pa hvert rektangel er l og hgyden er funksjonsver
hayre endepunktet. n

o 11,121
nn nn n
=i2(1+2+3+ +n)
n
_i_n(n+1)
n? 2
_n+1
2n
. . n+1 .
c lim g, = lim ——= lim
n— oo n—e 2N n—oo

Etter hvert som antall rektangler ¢ rene pa forrige side at
summen & neermer seg arealet a nset av x-aksen, grafen

til fog linja x = 1. Areale

> og dermed likt
grenseverdien.

15.1
Funksjonen f er gitt v
Figuren viser grafen

(x)=2x+1.
m rektangler under grafen.

\\N A OO © O
o
—t——F—+

e trappesummene N, og N; til fiintervallet [0, 5].
b Lag et pro som finner N;og N,

. ) Lo 30n-25
Vikan vise at N, til fi intervallet [0, 5] er N,, = ———.

c Bestem grenseverdien lim N, og gi en geometrisk tolkning av den.
n—oo
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bl

15.2 1
Funksjonen f er gitt ved f(x) = —sz +4.

Figuren viser grafen til f og tre rektangler under grafen.

4 f( X)
pul

34

v X

12 3 A

a Regnutf(N-1+£(2)-1+71(3)-1.
Hvilket areal tilsvarer dette?

b Tegn grafen til fi GeoGebra og finn det samlede arealet av de markerte
rektanglene pa figuren ved a bruke kommandoen
SumUnder(<Funksjon>, <Start>, <Slutt>, <Antall rektangler>).
Sammenlikn med svaret ditt i oppgave.a.

c Legginn, pa tilsvarende mate sem i oppgave b, seks rektangler i
intervallet [0, 3] i stedet for tre.

Hvor stort er det samlede arealet av de seks rektanglene?

d Gjenta oppgave b med 30 rektangler.

e Gjor oppgavene b=dved a brukekommandoen
SumOver(<Funksjon>, <Start>, <Slutt>, <Antall rektangler>) i GeoGebra.

f Tenk deg at du pa tilsvarende mate som i oppgavene b og e legger inn
n rektangleraHvilken grenseverdi ser det ut som det samlede arealet av de
n rektanglene‘garmot nar N'— o?

Gi en tolkning av denneigrenseverdien.

15.3 1
Funksjonen f er gitt ved f(x) = —.
X

a Finn den nedre trappesummen N, til fi intervallet [1, 5].
b Finn den gvre trappesummen &, til fiintervallet [2 , 6].

c Forklarsammenhengen mellom svarene i oppgave a og b.
d Lag et program som finner &, og N,.

15.4

Funksjonen f er gitt ved f(x) =9 — x2.

a Finn trappesummene N,, N, &, og &, til fiintervallet [-3, 3].
b Bestem grenseverdiene nlin N, og nlin a,.
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Definisjon av det bestemte integralet

La f vaere en kontinuerlig funksjon som er definert i intervallet [a', b], der
f(x) >0 for alle x e[a, b]. Grafen til f, x-aksen og linjene x=a og x=b
avgrenser et omrade med arealet A

1)

A %3

[ a b
Vi deler intervallet [a, b] inn i n like store deler, med bredde Ax = ?.

Vi tegner inn rektangler i delintervallene.\For nedre/trappesum N, velger vi den
minste funksjonsverdien i intervallet som hayde i hvert rektangel, og for gvre
trappesum @, velger vi den stgrste funksjonsverdien som hgyde.

N

Vilar n = eeslik at Ax — 0.

Vi sier at folgene av trappesummer, {N, } og {@,}, konvergerer mot en
grenseverdi hvis N, og &, kommer na&rmere og neermere denne verdien nar

n 0. Narde;to fglgene konvergerer mot den samme grenseverdien, kaller vi
denne grenseverdien det bestemte integralet til f i intervallet [a , b],

b
og skriver jf(x) dx. Dette leser vi «det bestemte integralet til f fra a til b».

a

j er et integraltegn (en utstrakt S for sum).
fix) kaller vi integranden, det er funksjonsuttrykket til funksjonen f.

dx kaller vi differensialet. Det viser hva som er variabelen, og svarer til Ax i
trappesummen. Vi tenker pa dx som bredden av veldig smale intervaller.

a er den nedre grensen for integralet.

b er den gvre grensen for integralet.
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Det bestemte integralet som en grenseverdi
til en folge av summer

b
lim N, = lim @, = [£(x) dx

n—eo

Merk! .

Hvis de to grenseverdiene er like, er det best
Dette er alltid tilfellet for kontinuerlige funk atfer
integrerbar i intervallet [a , b].
Hvis grenseverdiene er forskjellige, er f ikke i
Alle funksjonene du mgter i forkurset, erintegrerb

flx)

EKSEMPEL 2

Figuren viser
grafen til en

-1 2 3 a4 5 6 TN

11

4

r arealet av omradet som er
avgre v grafen til f, x-aksen og
ex=1o0gx=5. Dette omradet
m som et trapes.
Arealformelen for trapes gir
(3+1-4
2

=8.

5
Alts& er j f(x)dx =8.
1
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EKSEMPEL 3

15.5

Bruk figuren gverst i eksempel 2 til & bestemme integralet.
3 7 1

a [f(x)dx b [f(x)dx ¢ [fx)dx d |
1 1 -1

15.6

a Tegn grafen til funksjonen g gitt ved g(x) = x + 2.

b Marker omradet avgrenset av grafen til aksen og
c Skriv arealet av omradet i oppgave b som et integr

15.7

Halvsirkelen pa figuren har sentrum
i(4,0)og er grafen til en funksjon ¥. 4
Bestem eksakt verdi for

7 7
a { f(x) dx b h[f(x) dx

=1o0g x =3.

15.8
Funksjonen f er gitt ved f(x
3

Bestem eksakt verdi for 4 f(

Funksjonen f er gi

1

Finn [ £(x)dx.
2

Vi finner area vgrenset av grafen til 7, x-aksen og linjene

X=-20 egne grafen til fi GeoGebra.

mandoen Integral(<Funksjon>, <Start>, <Slutt>).

gral(f,-2,1) i inntastingsfeltet.

Ll

Det aktuelle omradet er markert og har arealet 4,5.
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15.9

Funksjonen f er gitt ved f(x) = e*.

a Finn arealet av omradet avgrenset av grafen til f, x-aksen oc
x=-Togx=1.

b Finn arealet av omradet avgrenset av grafen til f, k

linja x =In3. 2
¢ Finn en tilnaermet verdi for J-f(x) dx. Gi svaret
Hva forteller dette svaret? ! .
15.10 :

Ta for deg det bestemte integralet / = J 1-x% dx.

21

a Finn en tilnaermet verdi for /.

b Forklar hvordan du kan finne den e verdi ved hjelp av et
geometrisk resonnement.

15.11
Funksjonen f er gitt ve

er under grafen i intervallet [1, 4].

X
12 3 4
a Finnd mlede area rektanglene.
b Viserp ndelige fglgen av trappesummer i intervallet [1, 4].
Ut grens il falgen som et integral.

>
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m Figuren viser grafen til en funksjon som er strengt voksende

i intervallet [a , b].

p 1(x)
X
a=x, ;(1 X, XX X,_, b=x )
a Finn et uttrykk for nedre trappesum forfii b] nar det er delt

i n like brede delintervaller.
b Finn et uttrykk for gvre trappesu
b

c Uttrykk integralet jf(
a

a Bredden av rektanglene p —_—

Hayden i rektanglene er

Nedre trappesum e for

N, =f(xg)- Ax +f(x2)-Ax+---+f(xn_1)-Ax=zn:f(x,-_o-Ax
i=1

b Bredden av re

blir bredden av rektanglene mindre og mindre nar antall

rektangler gker, Ax — 0 nar n — . Vi har definert det bestemte integralet
som grenseverdien til trappesummene, se side 000, og setter inn
resultatene fra a og b.

n n
)dx = lim Y f(x;_)-Ax = lim Y f(x,)- Ax
=i n==i=1

a
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15A Det bestemte integralet 6]3

med n keD
b
c Uttrykk integralet Jg(x) dx som en grenseverdi.
a

Figuren til hgyre viser grafen til r 1(x) \
en funksjon f og en nedre
trappesum for funksjonen.

Hvorfor er det vanskelig &

15.12

Funksjonen g er strengt avtakende i intervallet [a , b].

a Lag en figur tilsvarende den i eksempel 4, som viser nedre
trappesum for en strengt avtakende funksjon.

b Finn et uttrykk for nedre og @vre trappesum i intery,
brede delintervaller.

b
uttrykke If(x) dx pa en tilsvarende

a
mate som i eksempel 4 og
oppgave 15.127?

La funksjonen f veere gitt
Vi tenker at vi tegne
x-aksen i intervalle

d bredde Ax mellom grafen til f og

den av rektangel i er f(x; _,),
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15.13
Bruk figuren til hgyre til & finne de bestemte integralene.

3
a j(3—x)dx
0

3
b J(B—x)dx
2

2
c J(B—x)dx
1

15.14
Finn arealet av omradet avgrenset av
a grafen til funksjonen f gitt ved f(x) = e*,

15.15
% Lag et program som finner en tilnarmet ver

BLA OPPGAVER

15.16
Figuren viser grafen til funksjonen —a-x2. : f(x)

ve 15.14a og 15.14b.

B b 1 2 3

15.17

La{a,} v
a Mar ,3y), (3,a3), (4,a,),(5,a5) 09 (6, a) i et koordinatsystem.

lar forskjellen pa 0 svarene i oppgave b.
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Numerisk integrasjon

Vi kan derivere en funksjon bade analytisk og numerisk. A derivere analytisk
betyr & bruke regneregler og finne eksakteverdier, mens aiderivere numerisk
betyr a finne tilnaermingsverdier for den deriverten.et punkt. Tilsvarende handler
numerisk integrasjon om a finne tilnaermingsverdier fordet bestemte integralet.
Vi kan bruke programmering til & utfgre numerisk integrasjon;,og vi kan gjere
dette uansett om funksjonen er gitt ved et funksjonsuttrykk, en graf eller om vi
bare kjenner noen funksjonsverdier i en verditabell:

Riemannsummer

Du har sett at vi kan tilnaerme det bestemte.integralet med trappesummer.
Hvis f er en strengt voksende funksjon som-erslik at f(x) >0 for alle x e[a, b],
fant vi i eksempel 4 at nedre og gvre trappesum er henholdsvis

N F(x;,_)-Ax 0g Y X Ax
=1

i=1

| oppgave 15.12 fant.du at hvis funksjonen er strengt avtakende, er det omvendt.

Hvis vi lar x; vaere et fritt valgtypunkt i delintervallet [x,_1 . x,], kan vi skrive
begge disse summene,pa formen

if(x;‘)-Ax
i=1

Denne‘summen Kalles en riemannsum, etter den tyske matematikeren Bernhard
Riemann (1826-1866).

Riemannsummen tar utgangspunkt i en funksjon f definert i intervallet [a , b].
Vi deler intervallet inn i n delintervaller. Bredden av intervallene kan variere,

men i forkurset holder vi oss til like brede intervaller med bredde Ax = E.
) n

hhvert delintervall [x,f1 . x,-] velger vi

fritt ebpunkt x;. Vi kan for eksempel N AX/

velge den minste x-verdien, den :

midterste x-verdien eller vi kan velge /
den x-verdien som gir den minste

funksjonsverdien (som i nedre ' E

trappesum). a=)<1 X zx ’ X X bn—x
: ) =

____.....\\E
/
K

v x
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Nar f er kontinuerlig, er den integrerbar, og vi kan uttrykke det béste
integralet som grenseverdien til en falge av riemannsummer.

Det bestemte integralet som grenseverdi
til en folge av riemannsummer

b n
[ dx = lim ¥ £(x7)- Ax, der‘— b%

“i=1

Rektangelmetoden

Vi kan finne en god tilnaermingsverdi
riemannsum der Ax er svaert liten.

mtintegral ved a bruke en

b

Nar bredden av delintervalle
Vikan altsa skrive x; =a+/

=a, xy=a+Axog x,=a+2-Ax.

*

ge x; slik at vi gjer en
hoyretilnaerming.
en minste x-verdien i hvert delintervall [x,-_1 , x,-],

Figurene nedenfor vis
venstretilnaerming ell
| venstretilnaerminge

2 £
altsd x; = x;_;.
| hayretilnaerming te x-verdien i delintervallet I:Xi_1 ,x,-:|,
altsd x; = x;.

Venstretilngerm
 f(x)

Hayretilnaerming
4 1x)

nstretilnarming blir riemannsummen
) AX +1(X) - Ax+F(X5) AX +---+ (X, _1)- Ax
Med en hgyretilnaerming blir riemannsummen

f(x)-Ax +1(xy)- Ax+F(x3)- Ax +---+f(x,,)- Ax
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|

Rektangelmetoden med venstretilneerming
i=1

b n
[fO) dx = Y f(x;_q)-Ax der x;_;=a+(i—1)-Ax

Rektangelmetoden med hegyretilnserming

b n
[fx)dx = Y f(x;)-Ax der x; ma+i-Ax

i=1

“TFDRSK Forklar hva som er forskjellen pa hayre/venstre-tilneerminger og trappesummer.

Nar er de like, og nar er de forskjellige?
Undersgk for eksempel med kommandoene:SumUnder, SumOver og
VenstreSum for forskjellige funksjoner i GeoGebra.

m Funksjonen f er gitt ved f(xX) = x* — 2x 2.

5
MgetpmgmmsomfmnaenﬂMannMgwdeoHnmgmmtjﬂde
1

Bruk rektangelmetoden med envenstretiinaerming med ti rektangler.

10
Vi skal finne Y /#(x; _;)- Axiintervallet [1, 5].

i=1

# nedre grense i intervallet
# ¢gvre grense i intervallet
# antall rektangler

f(x):
return x**2 - 2*%x + 2

summen = 0
delta_ x = (b - a)/n # rektangelbredden

1
2
3
4
5
6
7
8
9

for i in range(n): # i fra og med @ til og med n-1
summen = summen + f(a + i*delta_x) * delta_x

print(round(summen, 2))

5
Programmet skriver ut 22.24. Altsa er If(x) dx = 22,24.
1
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Merk!
Nar vi skriver f(a + i*delta_x) i for-lgkka, kan det se ut so gjer en
hayretilnaerming, men siden Igkka starter med i =0, er f(a) den e

funksjonsverdien i lgkka. Altsa er dette en venstretilnarming.

15.18
Ta utgangspunkt i programmet i eksempel 5, og gjar [ er slik

at du finner .

100
a Zf(x,_o-Ax i intervallet [1, 5]
i=1

- -
o

0
b f(x;_1)-Ax iintervallet [-3, 1]

o 1l
(SRS

c f(x;)- Ax iintervallet [1, 5]

]
—

5
d [f(x)dx med én desi

1
15.19
Figuren til hayre viser grafe 4 1(x)
gitt ved f(x) =4 — x2.

‘I 4

a

og i intervallet [0 en hgyretilngerming : >

2 1 2

der n=10.

b rvallet [-2 , 2]
venstretilnarming
c gave a og b. Kommenter.
2

d ner Jf(x) dx med én desimals ngyaktighet.

-2

1
e integralet / = IV1+ x% dx.

a Finn en tilnerming av / med GeoGOebra.

b Finn tilnaermingen av / med rektangelmetoden.

Hvor stor ma n vaere i oppgave b for at tilnaermingen av / blir riktig med
esimalers ngyaktighet?

n n
Forklar at > £(x7)-Ax = Ax- Y f(x).

i=1 i=1
Hva kan veere fordelen med uttrykket pa hgyre side av likhetstegnet nar vi
rogrammerer?
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EKSEMPEI‘ B Funksjonen f har verditabellen:

X 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3.5 4
fix) 13,1 16,3 0 82 197 248 (281 243 21,0

Lag et program som finner en tilnaermingsyerdi for If X)dx med en
venstretilnaerming.

1 lister med x-verdier og funksjonsverdiel

2 = [e, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4]

3 [13.1, 16.3, @, 8.2, 19.7, 24.8, 28.1, 27.3, 21.0]
4

2N delta_x = x[1] - x[@] rektangelbredde

(M n = len(x) t antall x-verdier i lista

744 summen = O

8

M for i in range(n-1):

10 summen = summen + f[i] * delta_x

iV print(round(summen, 1))

Programmet skriverut 68.8.

4
Altsa er 68,8 en tilnaermingsverdi for Jf(x) dx
0

Merk!
Hvis verditabellenser et datasett i en egen fil, bytter vi ut de tre farste linjene
i programmet med:

from pylab import *

data = loadtxt("verditabell.txt")
= data[:,0]

f = data[:,1]

Filen verditabell.txt finner du pa Aunivers.no.
15.21
% Ta utgangspunkt i funksjonen i eksempel 6.

Gjer endringer i programmet slik at det finner en tilnaermingsverdi for Jf
med en hgyretilnaerming. 0
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Midtpunkttilnserming
Huvis vi gjgr en tilnaerming med en riemannsum der hgyden av rektanglene er
gitt av den midterste x-verdien i intervallet Ax, sier vi at vi gjgr e
midtpunkttilnaerming.

Midtpunkttilnaerming
4 1x)

Forklar at summen av are

der m; =a+(i—%)-Ax.

punkttilneerming

derm,=a+(i—%)-Ax

5
gralet / = JXZX dx.
1
som finner integralet med en midtpunkttilngerming med

resultatet du far ved & bruke en venstretilnaerming og
en hgyretilngerming med 20 rektangler. Kommenter.

.23
2

4 - x? dx med en midtpunkttiinaerming og 10 rektangler.
menlign med oppgave 15.19 og kommenter.
1

b Finn J\/1+x2 dx med en midtpunkttilneerming og fire rektangler.
0

Sammenlign med oppgave 15.20 og kommenter.
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UTFORSK

Trapesmetoden

Hvis vi tar gjennomsnitt
og en venstretilnaerming, farv

Figuren til hgyre viser grafen til funksjonen f
gitt ved f(x) = 5x — x°.
Forklar at arealet av det lysebld trapeset

er 10.
L 4

Figuren til hgyre viser grafen til en funksjon
De tre lysebla trapesene har alle bredde
Bestem et uttrykk for arealet av hvert t
Vis at arealet av hele omradet er

7(9(a)+9(b))+2~(g(x1)+9

r med en hayretilnaerming

%)
fx)
fx._)
S :
X Ao X
x,_1))Ax
(£ )+ F0x,)) Ax
2
=X #(FO0)+ FO0)) -+ (x4 F(x,)
Azx(f(a +F00)+F0) +F(x) -+ F(x, ) +£(b) X,=a0gx,=b
%(f )+ 2-F (X)) +2-F00) + -+ 2 F(x,_ ) + (b))
= ZX @)+ 6)+ 2. (F0x)+ £l o+, )
% f(a)+f(b)+2- Zf j
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Trapesmetoden

b Ax n-1
Jf0x) dx = 7[f(a) +f(b)+2- ), f(X,-)]

i=1

der x; =a+i-Ax

15.24
Funksjonen f er gitt ved tabellen:

0 1 2 3 4 7 8

Cx 6
- 27 12 0 16 51 7 54 43
Bruk trapesmetoden til & finne en til erdi for | f(x) dx.
0
15.25 -
—dx.

La / vaere det bestemte integralet / =

a Finn/med trapesmetode
b Finn/med en midt tt
c Finn/med GeoG
Hvilket av svaren
GeoGebra?

ave a og b ligger naermest det du finner med

goe 1
a Bruk Ge —dx =1der e er eulertallet.
1% 2,7 28 4
r tiineermingsverdier for J —dx og j — dx.
1 X 1 X

ig neyaktighet til 4 vise ate (2,7, 2,8).
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Simpsons metode

Bade med rektangelmetoden og trapesmetoden deler vi areale
inn i «sgyler» med samme bredde. Men «toppen» pa saylene er
avhengig av hvilken metode vi velger. Fordi «toppene»
grafer oftest krummer, vil vi alltid fa et avvik mellom «
Hvis vi har krumme topper, kan vi redusere dette avyi
en metode som tilnaermer med parabelbu‘stedet

ivil bereg

linjer i toppene.

4 fix)

Vi ser pa n delintervaller me
vaere et partall. Deretter fi
grafen til f.

impsons metode ma n alltid
uer gjennom tre og tre punkter pa
Det samlede arealet ns metode er da
Ax
?(f(a)+4-f(x1 )+ 4 F(x3)+2-F(xg) 4+ 2-F(x, ) +4-F(x, ) + (b))

derx;=a+i-

Nar vi sk m finner et integral numerisk med Simpsons
sig a uttrykke formelen ovenfor med

Jf(x)dx~—[f(a)+f(b)+2 Zf(xz,)+4 Zf(xz, 1)]

i=1 i=1

der x; =a+i-Ax

_/
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EKSEMPEL 7

Funksjonen f er gitt ved f(x) =
Lag et program som finner en t||naerm|ngsverd| for integralet jf X)dx med
Simpsons metode og ti delintervaller.

1 nedre grense i intervallet

2 ¢vre grense i intervalle

3 antall delintervaller

4

5 f(x):

6 return x**2 - 2%x + 2

7

Y summen = f(a) + f(b) # funksjonsverdiene i endepunktene

N delta_x = (b - a)/n # bredden pa delintervallene

10

468 for i in range(1, n, 2): # annenhver i fra og med 1 til og med n-1
12 summen = summen + 4* f(a + i*delta_x)

13

8 for i in range(2, n-1, 2): # annenhver i f{ og med 2 til og med n-2
15 summen = summen + 2* f(a + i*delta x)

16

iVA summen = summen*delta_x/3

18

(N print(round(summen, 2))

Programmet skriver ut'@.139.
5

Alts& er j f(x) dxé= 01.39.
1

15.27
% Vi har gitt integralet Jx dx.

Bestem integralet. med GeoGebra.
Bestem integralet numerisk med trapesmetoden og med Simpsons metode.
Velg seks delintervaller. Sammenlign.

15.28
g Vi har gitt integralet jsm Vx dx .

Bestem integralet med GeoGebra.
a, Bestem integralet numerisk med trapesmetoden og

1 10 delintervaller 2 100 delintervaller
b Bestem integralet numerisk med Simpsons metode og
1 10 delintervaller 2 100 delintervaller

c Sammenlign og kommentar svarene i oppgave b og c.
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RODE OPPGAVER

15.29 :

La / vaere det bestemte integralet / = j\/; dx.
0
a Finn en tilnaerming for / med GeoGebra.
b Finn en tilneerming for / med rektangelmetoden med 100 rngI og en
1 venstretilnaerming 2 hgyretilnaerming
15.30
% a Funksjonen f har verditabellen nedenfor.
Cx 1,00 125 150 175 200 225

343 2,17 038 1,87 265 23

2,50
Finn en tilnaermet verdi for I f(x) dx med bade 9
1,00

hayretilneerming og venstretilnaerming.

b Figuren viser grafen til en funksjon g.

12
Finn en tilnaermet verdi for Jg(x) dx ke

0
en numerisk integrasjonsmetode.

BLA OPPGAVER

15.31
% Ta utgangspunkt i programmet i eks
i programmet med en while-lgkke.

1
N
+

4
dx.
X2
jon til & vise at dette stemmer.

el 5 pa side 000. Finn summen ved & erstatte for-lakka

100

b
som bestemmer b slik at J.w dx =9999.
o T+2e 7

Kontroller svar d GeoGebra.
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Bruk av det hestemte
integralet

Tolkning av arealet av omradet under en graf

Nedenfor ser du fartsgrafen for en gjenstang r farte
fra null til 3 m/s i lgpet av fire sekunder.
4 (1) / (m/s)

o
24+ /7

Arealet har enheten m
i lgpet av de fire seku

Ngkkelen til en t
aksene.

der en graf har samme enhet
etene pa aksene.
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EKSEMPEI‘ 8 Vann renner ut fra et akvarium.

En modell for vannmengden som renner ut per sekund, er git
v(t)=3,8-e700,

v(t) er antall liter per sekund og t er tiden i sekunder, r
utstremningen startet.

Hvor mye vann renner ut i lgpet av det fgrste minu

Arealet av omradet under grafen til v har en!e

Den totale vannmengden T som renner ut i
er derfor arealet av omradet avgrenset av
og t=60.

60
Altsder T = J.3,8 700 gt
0

Vi tegner grafen til vi GeoGebra,
T=Integral(v, 0, 60).

\:‘u{t:- Lis

fra 10-meteren. Farten malt i meter per sekund under
t) =9,8t, der t er tiden malt i sekunder.

hoppet er gitt v

1
Bestem Jv(t) dt.
0

teller svaret?
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15.35

Lars stikker hull i bunnen av en vanntank slik at den begynner a
Etter t minutter renner det ut V(t) liter vann per minutt. En modell fo
vannutstrgmningen er gitt ved

V(t)=255-0,88"
a Tegn grafen til v fort >0.
b Hva er enheten til arealet av omradet un’gr fen?
c Hvor mye vann renner ut i lapet av de farste 1 ttene?
d Omtrent hvor mye vann var det i tanken?
15.36

Forsgk har vist at nar en regndrape faller i luft, dell for farten til

regndrdpen vaere gitt ved

v(t) = 9,5-(1— e—W)

Farten er malt i m/s, og t eftiden mal
Hvor langt faller regndrapen itlgpet a
b Hvor langt faller drapen i lg tredje sekundet?
¢ Hvor langt faller drapen te sekundet?
d Hva forteller svarene i of ) farten?

sekundet?

nder.

15.37

Grafen viser farten ti bat i en periode pa 10 timer.

v fart / (km/h)
30+

w\/or lang strekning tilbakelegger ubaten i lgpet av disse 10 timene?
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[ 2011 var utslippet av karbondioksid (CO,) til en bedrift 111 tonn. Bedriften

reduserte fra og med 2012 det arlige utslippet av karbondioksid (CO,) med

4 % i forhold til aret fer.

a Forklar at funksjonen f gitt f(x)=111-0,96 er en modell for.det arlige
utslippet x ar etter 2011.

b Vis ved integrasjon at det samlede utslippet til bedriften i arene 2011-2021
var 911 tonn.

c Forklar at det samlede utslippet i perioden 2011-2021 ogsa danner en
geometrisk rekke med elleve ledd, der a,=1110g k=.0,96.
Vis at det samlede utslippet i dette tilfellet blir 1004 tonn:

d Hva er grunnen til at det samlede utslippet blir forskjellig i oppgave b og c?

Merk!

Vi kan finne et bestemt integral tilngermet ved a bruke summen av en rekke, og
vi kan finne summen av rekke tilnaermet ved a bruke et bestemt integral.

| mange praktiske eksempler kan vi selv yelge metode, resultatet blir uansett
tilstrekkelig godt.

15.39
Elin maler kraften som virker pa en bordtennisball i den tiden den er i kontakt
med rekkerten. Tabellen er et.utdrag av datasettet hennes.

Tid t (ms) 0,0 2,0 4,0 6,0 8.0 10,0
Kraft F(t) (N) 01 9,3 15,8 15,7 8,8 0,2

Fra fysikken vet Elin atimpulsen'/ pa bordtennisballen er integralet av kraften F
med hensyn pa tiden t:
b
/= [F(t)dt
a
Bestem numerisk omtrent hvor stor impuls bordtennisballen fikk i lapet av de
10 millisekundene den var i kontakt med rekkerten?
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Areal av et omrade under x-aksen

Figuren viser grafen til en funksjon f som sammen med x-aksen ¢
og x = 3 avgrenser et omrade. Fordi grafen til f ligger under x-akse
[0, 3], ligger ogsa det avgrensede omradet under x-akse

v X

| kapittel 15A fant vi arealer av omra
utgangspunkt i trappesu

| kapittel 15B generaliserte vi d

f og x-aksen med

n

men Y f(x;)- Ax.
=1

Nar omradet, som her, ligge er alle funksjonsverdiene f(x;)

negative.
Falgelig blir ogsa sum ; gativ, og dermed blir integralet
3

Jf(x) dx negativt.
0

Arealet av omra

A= —jf(x) dx hvis omradet ligger under x-aksen.

a

vis omradet ligger delvis over og delvis under x-aksen, ma vi
det opp i flere deler og summere delarealene.
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EKSEMPEL 9 Funksjonen f er gitt ved f(x) =1-In x.

Finn arealet av omradet avgrenset av grafen til f, x-aksen og i
a x=50gx=7
b x=1o0gx=7

ed x-aksen deler omradet i to

deler, én del som ligge : som ligger under x-aksen. Vi ma
derfor finne areal o

Kommandoen ,7) gir skjeeringspunktet N.

Vi bruker sa ko ene Integral(f,1,x(N)) og Integral(f,x(N),7).

Omradet e rkert og har arealet 0,72+ 2,34 = 3,06.

i i eksempel 9b ikke deler omradet i to, far vi _[f x=-162.
rdi 0,72+ (-2,34)=-1,62.




15 Integrasjon

632

15.40
a Huvilket av uttrykkene gir arealet av det markerte omradet pa
til hayre?
2 2
1 [f(x)dx 2 [fx)dx+ [f(d
0

3 jf(x) dx — j fx)dx 4
0

b La g(x) =—f(x). Finn et uttrykk for arealet av g
markerte omradet pa figuren til hayre, utt ved f(x /\
X

15.41 N 2\

Funksjonen f er gitt ved f(x) = x? — 2x.

a Begrunn at det bestemte integral r negativt.

b Finn arealet av omrade n.er avg n til f, koordinataksene og
linja x =4.

15.42

Finn arealet av flatestykket som.er avgrens

funksjonen f gitt ved f X
15.43
Pa figuren nedenfor er tre markert.

1

av x-aksen og grafen til

N

Arealet avomrddene er A;=4,8, A, =0,8 0og A; =2.

4
stem jf(x) dx

'S )
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15.44
Pa figuren ser du grafen til en funksjon f, der D, = [O , =)
4 1)
X
0

N

N

w

a Bestem arealet av det markerte omrs

10 10
b Bestem ‘[f(t) dt og _[f(t) dt.
5 0

b

¢ Bestem b slik at J.f(
4
b

d Bestem b slik at If(t)
0

15.45
Funksjonen v gitt v

m renner inn i magasinet og det som renner ut.
per dggn og t er tiden malt i degn.

er vann var det da i magasinet enn det var ved tiden t =0?
d 1 Narvar det minst vann i magasinet?
2 Hvor mye mindre vann var det da i magasinet enn det var ved tiden t =0?
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Areal av omradet mellom to grafer

Hvis f(x) > g(x) for x € [a, b],
er arealet av omradet avgrenset av grafene
til fog g, og linjene x = a og x = b gitt ved

b b b
A= [f(x)dx - [g(x) dx = [[f(x) v)] dx

15.46
Funksjonene f og g er gitt ved f(x) =6
omradet som er avgrenset av grafene

15.47
Funksjonene f og g er gitt ved
a Finn skjaeringspunktene n afene til fog g.
b Finn arealet av flatestyk

15.48
Funksjonene fog g e
Bestem

tved f(x)=—x°+4x 0g g(x) = x* —5x+7.

b b
er Jf(x) dx = Ig(x) dx.

b
f(x)dx = [ g(x) dx, er f(x) = g(x).
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RODE OPPGAVER

15.49
Grafen pa figuren viser hvordan farten v til Gunnar varierer
med tiden t pa en liten pravetur med sykkelen.

30

a Finn jv(t) dt. Hva forteller svaret?

0
80

b Finn ‘[v(t) dt. Hva forteller svaret?
0

15.50
Funksjonen f er gitt ved f(x) = x°.
a Finn arealet av omradet som er avgrenset av grafen til

2
b Finn Jf(x) dx. Kommenter svaret.

-2

15.51

Finn alle verdier for b > 0 slik at bsin X dx = O‘
BLA OPPGAVER

15.52
Bruk figuren til hayre til & bestemme k slik a

a If(x)dx:O b
-3

15.53

Figuren til hgyre viser
som ble skutt opp.

a Ved hvilket tidspunkt var raketten

0

k

en tilsvarende rakett.
program som finner strekningen
tten tilbakelegger.

200

100

v fart / (m/s)

635

t/s

50 60 70 80

‘ 10 20 ‘

N

g linjene x = -2 og x = 2.

-100
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UTFORSK

Analysens
fundamentalteorem

Analyse er den delen av matematikken som handler om funksjoner,

deres egenskaper, deriverte og integrerte. Vikaller det ogsa funksjonsanalyse.
Analysens fundamentalteorem er en grunnleggende setning i‘denne delen av
matematikken.

Det ubestemte integralet

Figuren til hgyre viser grafen til den deriverte'f’ ty

av en funksjon f. To omrdader med areal’A,/0g A, &7

er markert mellom grafenttil 409 farsteaksen. 61— W=

a Hvor store er arealene A, 0g'A,? 4+

b Bestem tre mulige funksjensuttrykk f(x), |
og bestem f(0) og f(2) i alle de tre tilfellene. A | A P

¢ Hvilken sammenheng ser det ut til & vaere _H 1 e )1 g
mellom A,, f(0) og f(2)'i de tre tilfellene? —2=

d Finner du tilsvarende sammenheng mellom A,, f(2) og f(3)?

e Figurene nedenfor viserigrafene til to deriverte funksjoner, g” og h’.

Undersgk om sammenhengen.du fant i oppgave ¢, ogsa gjelder i disse

to tilfellene.
Ay Ay
4t . 2,5+
g=3 51 h’(x):ix
3
> 1,5+
1 A3 ’I,,
T A
| x 0,5+ ¢
| 1 S—— +—> %
-2 -1 2 3 4 —t—t—t—+
-1 1 2 3 4 5

Bruk sammenhengen du har funnet, til & bestemme den eksakte starrelsen

av arealet markert under grafen til j’(x) =

e*og (x)= l.
X
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Nar du i Utforsk pa forrige side leter etter f(ix) nar du kjenner £/
sa antideriverer du f”.
x?% er én antiderivert av 2x.

Men x? er ikke den eneste antideriverte av 2x.

Hvis vi deriverer x? +5, x? — 8 eller x2 ++/3, far vi ogs
Det er fordi den deriverte av et konstant ledd er 0.
Generelt kan vi skrive (x> + CY = 2x, nar C eIR

Vi sier at x% + C er alle antideriverte funksjon

X.

A finne funksjonsuttrykket for en funksjo i kienner uttrykket for den

deriverte, kaller vi antiderivasjon.

Hvis f er gitt ved f(x) = 2x, er én an jon gitt ved K(x) = x*.

estemte integralet

=K(x)+C, der K'(x)=f(x) ogCeR

Merk!

Nar vi deriverer svaret pa et ubestemt integral, skal vi fa integranden.
kan vi bruke som kontroll pa at vi har integrert riktig.
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Finn det ubestemte integralet.
a [4xdx b [3dx c [3dt
a Viskal finne dg antideriverte av 4x.

Ettersom (2x2) =4x, far vi at j4x dx =2x*+C.

b Vi skal finne de antideriverte av 3 nar x
J3 dx=3x+C \
c Viskal finne de antideriverte av 3 nar te belen.
[3dt=3t+C

riabelen:.

15.54

Finn det ubestemte integ

a [5dx b [5dt c X d [dx
15.55

Finn det ubestemte integral

a I—Z dx X 2ndr d Ian dr
15.56

a Vis ved derivagj
b Finn det ubest

1 [(3x7+6)dx

Posisjonen til en gjenstand som beveger seg langs en rett linje, er gitt ved s(t).

Da er farten v(t) = s’(t), og akselerasjonen a(t) = v'(t).

Formuler sammenhengen mellom fart og posisjon som et ubestemt integral.

uler sammenhengen mellom akselerasjon og fart som et ubestemt

int .

d fritt fall er akselerasjonen konstant lik 9,81 m/s?, det vil si a(t) = 9,81.
Bruk integrasjon til & finne et uttrykk for v(t).

2 Hvilken praktisk tolkning har integrasjonskonstanten her?
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Integrasjonsregler

En stor oppdagelse i matematikkens historie er at integrasjon og derivasjon er
omvendte regneoperasjoner og at vi derfor kan bruke antiderivasjon til-a
beregne bestemte integraler.

Ikke alle funksjoner har en antiderivert. Da ma vi tilnaarme bestemte'integraler
numerisk. Et eksempel er funksjonen f gitt ved f(x) = e

Fordi de fleste funksjoner har en antiderivert, hahdler integrasjon,ofte om
gjenkjenne deriverte funksjoner. Etter hvert som funksjonene blirmer
kompliserte, far vi behov for integrasjonsregler.

Vi vet at en konstant faktor star uendret narwvi deriverer, og at vi deriverer et
flerleddet uttrykk ledd for ledd. Tilsvarende regler gjelder for integrasjon.

e En konstant faktor star uendret narvi integrerer.
e Et flerleddet uttrykk integrerer vi ledd for ledd.

jk-u(x)dx:kju(x)dx (k'eR)

J (ux) £ v(x)) dix= [ulx) dx & fWx) dx

Videre kan vi tenke,0ss fram til noen integrasjonsregler ut fra
derivasjonsreglene.

Potensfunksjoner )

Nar vi deriverer potensfunksjoner, minker eksponenten med 1: (xr) =rx
Na&r vi antideriverer x*, er'det derfor naturlig & ke eksponenten med 1.
Altsa er.x> naerliggende.

Men ndr vi deriverer x3, far vi 3x°.

Vi far en faktor 3 som ikke skal vaere der. Det kan vi korrigere ved & multiplisere
med 3. Altsa fér vi at

r-1

sz dx:1x3+C
3
Pa tilsvarende mate far vi at
3 1 4
jx dx=—=—x"+C
4

Generelt far vi integrasjonsregelen nedenfor, som gjelder for alle reelle
eksponenter bortsett fra —1:

.[erx:—1 x"ticC (r=-1)
r+1
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m Forklar hvorfor integrasjonsregelen for potensfunksjoner ikke gj

forr=-1.

Hvis r = =1, ma vi finne den antideriverte pa en annen e.

. 1
| dette tilfellet er x" = x'=—

X ’

Vivet at (Inx)’ = 1 for x > 0.

X
Nar x <0, er tallet —x positivt. Da er In (-x) d Meregelen far vi
s 1 1
(IN(=x)) =—(=x) =— (=N =—.
-X -X X
e de

elen:

EKSEMPEL 11

Finn det ubestemte integra
a J(8x3 + E) dx
X

a Viintegrerer led og setter konstante faktorer utenfor integralene.

x> dx J.% dx

S Vi far én integrasjons-
+5:In | X| +C konstant for hvert integral.
C er summen av disse.

5In|x|+C
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15.59
Finn det ubestemte integralet.

a J(x6+6x2)dx b j(4x3+9x2—8x+1)dx
d Jédx e j%dx

15.60

Forklar forskjellen pa integralene ’
1 jidx,néra;to 2 J.ida,nérx \
ax ax
15.61 5
o X+2
=—
X)

En funksjon f er gitt ved f(x)

a Vis at funksjonsuttrykket kan om
b Bestem [f(x)dx.

X.

m Med derivasjonsregelen for pe i pittel 8 at

unksjonen gitt ved

Men hva blir Jekx dx, der k er en konstant?

Vi undersgker farst om e er en antiderivert.

Vi bruker kjerneregelen og deriverer: (ekx) =M (kx) = e k = kel
ar en faktor k som ikke skal vaere der.

i korrigere ved & multiplisere med +.

De

X er derfor en antiderivert av .

’ X

a . .
(ax) =Ina-a”. Derfor er > en antiderivert av a*.
na
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I dx=%ek"+C (k £0)

X

a
Iax dx =
Ina

+C (@a>0,a=#1)

Vi integrerer ledd for ledd og setter konstante

EKSENPEL 12 [P L 4
mtegralene.

I(1Oe5x - 2e‘X) dx =1OIe5X dx - Zje"‘ dx

=10---e*-2

s
5
=2e* +2e7"

15.62
Finn det ubestemte integra 3
a Ie6x dx d J? dx
15.63
Finn det ubestemte i
2t

Ix oz € -t

a j(ez +e3) C ITdt d I(1—4e )dt

15.64
a Finnf/(

trigonometriske funksjoner
og cos x. Da far vi integrasjonsreglene:

Isin xdx=-cos x+C

cos x dx =sinx +C

Forklar at integrasjonsreglene nedenfor stemmer nar k # 0 er en konstant.

Isin kx dx = —%cos kx+C og jcos kx dx =%sin kx +C
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Bkl
o x5 <3102 Q
Vi integrerer ledd for ledd.

J(cos— — 3sin 3xj dx = Jcos—dx - BJsin 3x
2 2

= ;sini - 3-@cos3x
172

N

N

= 2sin g + COos 3x

15.65
Finn det ubestemte integralet.
a Jsin 2x dx b J.4c

C j3-sin lx dx
3

e j[sin £+eg]dx
6

I Jtanxdx=

Merk!
Senere i
regelen, ste

itlet kan du b definisjonen av tangens til & vise at denne

a Finn det temte integralet.
X
2 ftan —dx
2
b Bruk derivasjonsregelen (tan x)’ = 1+ tan” x til & finne det ubestemte
integralet jtanzx dx.
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Bestemt integrasjon ved antiderivasjon

| Utforsk pa side 000 antydet vi en sammenheng mellom det bestemte
integralet og den antideriverte. Vi skal se naermere pa dette.

Pa figuren til hgyre har vi tegnet grafen til
funksjonen f gitt ved f(x)=2x+3.

Vi skal regne ut arealet av omradet mellom
grafen og x-aksen fra x=0 til en vilkarlig x-verdi
stgrre enn 0.

Det avgrensede flatestykket er et trapes. Lengden av de parallelle sidene er
f(0) og f(x), og avstanden mellom dem er x.
Formelen for arealet av et'trapes gir at arealfunksjonen F er gitt ved

(f(0)+f(x))-x
2

B3+2x+3)-x
2

=x?+3x

F(x)=

For eksempel er F(2) = 10 arealet:fra x = 0 til x = 2, og F(5) = 40 er arealet fra
x=0tilx=5.

Arealet av détimarkerte omradet pa figuren til
hayre er derfor A =£(5)- F(2) = 40-10 = 30.
5

Fra underkapittel 15A vetvi at A= Jf(x) dx.
2

5
Altsé er j fx)dx = F(5)— F(2).
2

Legg merke til at F’(x) = f(x). Det betyr at

v X

arealfunksjonen F er en antiderivert av f.

Denne sammenhengen gjelder generelt, og vi kaller den analysens
fundamentalteorem. Den ble bevist for over 300 ar siden av Isaac Newton og
Gottfried Wilhelm Leibniz.

Til'slutt i delkapitlet viser vi ideen i beviset for analysens fundamentalteorem.
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La F veere en antiderivert av fslik at K’(x) =f(x). D

b
[f(x) dx = [K(x)]; = K(b) - K(a)

Her er [K(x)];7 en forkortet skriveméate for‘)—K(a .

Merk!
Det er vanlig & velge den enklest mulige ant
Det er fordi C uansett faller bort i utregni

& den hvor C=0.

b
[fix)dx =[K(x)+C]°

a

=K(b)
=K(b)+C—-K(a)-
=K(b)

K(
= [k,
EKSEMPEI‘ 14 Funksjonen f er gitt (
b Finn areale radet set av grafen til f, x-aksen og

linjene x=0 og

+C—(K(a)+C)
(a)-C
X

3
a Bestem Jf(x
0
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b For a finne ut om omradet ligger delvis over og delvis under
undersgker vi om f har nullpunkter. Vi lgser likningen f(x) =
Da er

cos£x=0

2

EX=£+/<ZTCVEX=3—TE+/<2

2772 272 ~

x=1+4k v x=3+4k \

x=1

Funksjonen har et nullpunkt i (0, 3) s vi de integralet.

(x = [2cos E x dx
/ 2
[Fan5]
=|—sin=x
T 2
er §
i1

Jlf(x) dx = chos gx dx

Areal under
x-aksen

EKSEMPEL 15

ligger derfor over grafen til fi intervallet [0, 2]. Arealet av omradet er da

'Z[(Q(X) —f(x)) dx
L \

(2x — x?) dx

O —y N

>
N
|
[ —
>
w
| I
N

Il
I/
N

N
|
Wl =
N
w
N
|
/
(@]
N
|
Wl —
o
w
~—

w |
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15.67
Finn det bestemte integralet.

1
a JBXZ dx b
5

2
c j(t3—2t+3)dt d
0

15.68
Finn det bestemte integralet.

1 In2
a £3ex dx b ! e dx

15.69
Funksjonen f er gitt ved f(x)=e™.

t
a Finn et uttrykk for _[
t 0
b Bestem lim [f(x)dx.
%0

o 0
c Finn _[e"‘ dx og | e*
0

15.70
Finn det bestemte inte

b Jsin X dx

1
1

d I 5— dx
0COS X

Funksjonen t ved f(x) = x? - 3x.
a Finn nullpunktene til .
b Finn arealet av omradet avgrenset av grafen til f og x-aksen.
¢ Finn arealet av omradet avgrenset av grafen til f, x-aksen og linjene
=209 x=6.
realet av omradet avgrenset av grafen til f, x-aksen og linjene
x=40g x=10.
nn arealet av omradet avgrenset av grafen til f og grafen til funksjonen g
gitt ved g(x) = - —3x+2.
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15.72
Funksjonen f er gitt ved f(x) = cos x, D; =[0, m].
Regn ut arealet av omrddet avgrenset av

a grafen til f, x-aksen og linjene x=0 og x =g
. . 5n
b grafen til 7, x-aksen og linjene x=00g x = o

15.73 , .
T

Regn ut J. sin x dx. Kommenter.
0

15.74
Punktene (2, 3) og (1, —2) ligger pa grafen t
En annen funksjon g er definert slik at g(x) = f’(x).

2
Regn ut j g(x)dx.
1

15.75 .
4 2
a Forklar at | cos x dx = —

0 2
Med 15 desimaler er Q =

2

b Undersgk hvor god tilnaerming inne for - ved a bruke numerisk
integrasjon.

utregningen:

ksakt. Undersgk deretter hvilken numerisk metode som
v integralet, med det oppgitte antallet delintervaller n.

gir best tilnaerm

C Jsinx dx,n=6
0

d }&dx,n=8
0
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Analysens fundamentalteorem
Figuren nedenfor viser ideen i beviset for analysens fundame

1) Fix + AX) — FX) ~ f)AX

%/— — f
1
AA
Fx) f(x) < ’
\

Arealet av det bla omradet er gitt ved Den ensen i integralet er x,
X og vi bruker derfor t som variabel
F(x)= Jf(T) dt i integrerer.
a
Det samlede arealet av 6 gitt ved
X+Ax

F(x +Ax) = j f(t) dt

a

Arealet av det rosa omrad il da vaere/differansen mellom de to arealene

ovenfor.

AA = F(x +Ax)—

En tilnzerming et rektangel med bredde Ax og hgyde f(x).

Vi deler med Ax.

Tilnzermingen blir bedre jo mindre Ax er.
Vi lar derfor Ax ga mot 0.

Vi gjenkjenner definisjonen av
den deriverte pa venstre side.

Fe en antiderivert av .

gangen fra tilnaermingsverdien i linje 2 til grenseverdien i linje 3 ovenfor
krever et formelt bevis som vi ikke gar inn pa.
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15.77
Finn det ubestemte integralet.

a I12x3 dx b _[8cos4xdx

15.78
Finn det bestemte integralet.

a j(x2+4x+5)dx b
5

©&—x=

(eX +3x% + 1) dx

15.79

En funksjon fer gitt ved f(x) = 8x — 3.
a Finn funksjonsuttrykket for alle antideriverte av 7.
b Funksjonen G er en antiderivert av f. Finn fupks;
¢ Funksjonen H er ogsa en antiderivert av f. Finn

BLA OPPGAVER

15.80
Finn det ubestemte integralet.
P 2 2
a J(e“—e )dx b J‘erX d j(&—;)dx
15.81

Finn et uttrykk for funksjonen punktet (2, 14) ligger pa grafen til f.
15.82

En tom beholder fylles
Ved tidspunktet t strammer
Finn funksjonsuttrykket g(t).

imer er det g(t) kg gass i beholderen.
0125t | g gass per time inn i beholderen.

15.83
Figuren

—2
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I5E Integrasjonsmetoder

Det er enklest & finne ubestemte integraler nar vi kan.gjenkjenne antideriverte
direkte. Hvis vi for eksempel deriverer med‘produktregelenseller kjerneregelen,
er det ikke alltid like lett & gjenkjenne funksjonenwi deriverte ved.a se pa
resultatet. Vi skal ta for oss tre metoder vi kandoruke i disse tilfellene.

Den norske matematikeren Viggo Brun (1885-1978) blir tilskrevet dette sitatet:

«Derivasjon er et handverk,
integrasjon er en kunst!»

Det kan vaere vanskelig & velge riktig metode nar du skal integrere.
Men, hold ut — med erfaring,gar det bedre etter hvert!

Delvis integrasjon

Vi skal utlede en metode for integrasjon som bygger pa derivasjonsregelen for
et produkt: (u-v) =U"v+u-v’.
Som i kapittel 8 skriver viigjerne u og v i stedet for u(x) og v(x).

(u-vy=u -v+u-v.

u-v+u-vi =(U-v) Vi lar hegyre og venstre side bytte plass.
J(u’ Vet )dx =u-v+C Vi integrerer pa begge sider av likningen.
IU' -vdx + _[U Vdx=u-v+C Vi skriver venstre side som en sum av to integraler.

ju’-vdx:u-v—Ju~v’dX+C

Siden integralet pa hayresiden ogsa gir en konstant, kan vi inkludere C i dette
integralet og derfor slgyfe den i formelen.

Delvis integrasjon

ju'-vdx=u-v—ju~v’dx

Merk!

Nar vi bruker delvis integrasjon, gnsker vi at integralet pa hayre side blir enklere
enn integralet pa venstre side. Hvis det ikke skjer, bytter vi om pa hvilken av
faktorene i integranden vi kaller u” og v.
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EKSEMPEL 16

2*(2x1dx X (x - )]
\ =e?-0-e%-(-1)

Finn ij-In X dx.

Vi bruker delvis integrasjon med u” =2x og v =In x.

Daeru=x?ogVv’ =—

JZX Inxdx= x Inx sz ldx
= X
v ‘-v-‘
%4

V

=x2Inx—dex

=x2Inx—(%x2+C1)

1
=x’Inx-=x*+C

1
Finn Jez" -(2x = 1) dx

Vi finner farst det ubestem
Vi setter u” = e* og v = 2x

< X
2
=§e2"~(2x—1—1)+C
=2 . (x=N+C

Sa finner vi det bestemte integralet.

ntegralet ve vis integrasjon.

=1
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15.84
Bruk delvis integrasjon til & finne integralet.

a _[4X-|nxdx b j‘ex‘xdx C j3x2-|nxdx d fx~sinxdx
0

15.85
Bruk delvis integrasjon til & finne integralet.

a jezx-4xdx b J‘%-Inxdx c

Ll

T
2x=D-Inxdx d JZx-cosxdx
0

15.86

Vis at _[Inxdx =xlnx—-x+C

a ved derivasjon

b ved delvis integrasjon (Tips: In x = 1-lax)

Lea har regnet slik:
I3x2 e dx=x"-e"+C

Firat mener at Lea har regnet feil. Hvordan kan han begrunne det?

“TFURSK Bjarn skal finne integralet ij‘eX dx.

Han praver delyis,integrasjon med u’ = 2x og v = e, men da féar han et nytt
integral som er mye vanskeligere!

Ingrid foreslar & heller velge.w’ = e* og v = 2x. Hun mener at hvis den ene
funksjonefrer en polynomfunksjon, bar den alltid velges som v, og den andre
funksjonen som u’.

VurderiIngrids pastand. Er den alltid riktig?

Jeg finner ikke '[ex -x% dx, enda jeg valgte & sette x> som v, sier Anders.

Jeg far J.ex x> dx=e* - x% - jex -2x dx.

Men integralet pa hgyre side er jo det samme som Ingrid hjalp meg med,
sier Bjarn. Kanskje du kan bruke delvis integrasjon to ganger?

Undersgk Bjgrns forslag.

15.87

Bruk delvis integrasjon til & finne det ubestemte integralet.

a j4x-ex dx b jlnx-6x2 dx c j(Zx—1)~eX dx
15.88

Bruk delvis integrasjon til & finne det ubestemte integralet.
a JeX-ZXZ dx b jex~(x2—1)dx c Jx(ln Xx)? dx
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UTFORSK Siv og Frode skal finne det ubestemte integralet Isinz X dx.

Siv gjar slik:

| | | |
jsinzxdx=J(———Cos 2xj dx=—x——sin2 C
2 2 2 L

Frode gjer slik: .

IsinzdeZIsinx-sinxdx \

=_SinX'COSX_jCOSX'COSXd

=—sinx-cosx+J(|—sin2x d
=—sinx-cosx+J|dx— S
Dettegir

.2 .
2'[Sln XdX:_SInX'COSX+ |

|
Jsinzx dx = —(x—sin (
2

n pa variabelen x:

f’(x) =d_y eller f'(x) = i
dx X

ar vi bruker kjerneregelen for derivasjon, kaller vi som regel kjernen u. Med
iz' skrivemate kan vi skrive den deriverte av kjernen med hensyn pa x slik:

Dette kan vi omforme til du = u” dx eller dx = d—L,I
u

Na kan vi omforme et vanskelig integral jf(x) dx til et enklere integral Jg(u) du.
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4

Integrasjon ved variabelskifte (substitusjon)
@ Velg en kjerne u.
@ Bestem u’.

@ Erstatt dx med i—l:l

O Forkort slik at u er den eneste variabel
@ Integrer med u som variabel.
0 Sett inn for u, slik at svaret blir en f

Hvis det ikke lar seg gjare a velge en kjer
farer ikke integrasjon ved variabelskifte fram.

Finn J‘4xe"2 dx.

Vi velger u = x? som kj
Det gir u” = 2x og dermed
Vi setter inn og far

axeX dx = [4xe
| |

15.89
og finn integralet

a I3x2 e* dx ved & velge eksponenten i eksponentialfunksjonen som kjerne

b Jﬁ-(ln x)> dx ved & velge grunntallet i potensen som kjerne
X

dx ved a velge nevneren i brgken som kjerne

1+ x? dx ved & velge radikanden som kjerne

cos® x-sin x dx ved & velge grunntallet i potensen som kjerne.

635
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15.90
Finn integralet ved et passende variabelskifte.
6 x?
a [3¥dx b dx c dx d
J J 3x+5 j X3 +1
cgs X dx J- 2co§ X
sin x 34sin x

e Ix-sin(xz)dx f _[

15.91
a Bestem JM dx ved variabelskifte.
X

e
b Finn Im—xdx.
X

15.92
Finn integralet ved et passende variabel

a jefx_1dx b [3v2t e

J- 2
d j)‘xz(x3 1)4 dx [ I 2 In (x? +3) dx
_ . :
e . 2 43x x2+3
15.93
Bruk definisjonen av x dx =—In|cos x|+ C.

15.94
Finn integralet Jcos
a ved variabelski
b ved delvis inte

Argumenter for omvi bar velge delvis integrasjon eller variabelskifte for

a finne integralene.

a I#dx b J‘xe"Z dx c jxe"dx
. X e JInTde f jxlnxdx

vi l@se noen av integralene bade med delvis integrasjon og variabelskifte?
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Integrasjon ved delbrakoppspalting

1
d
ax+b X

Integralet _[

Vivelger u=ax+b. Da er u’ = a, og dermed er dx = !
Integrasjon ved variabelskifte gir
1 1

[——dx=]ttau=t[lau=1
ax+b u a a‘u a

f ! dx=lln|ax+b|+C (
ax+b a

X+5 2x-3

ST

Vi integrerer ledd for ledd og

J( 4 1 ]
—t
xX+5 2x-3

15.96
Finn det ubest

1 1 1
¢ [5rpo 9 (i)

. i skriver om x+2 til 1+£, gjer vi en delbrekoppspalting.
X X

Det er a skrive en brgk som en sum av enklere brgker. Hvis integranden i et
ral er en brak, vil vi ofte matte skrive om pa en slik mate.
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X-3

Vi bruker restdivisjon til & skrive om integranden.

(2x2—7x—5):(x—3)=2x—1+_—8
xX-3
—(2x* =6x)
-x-5 .
—(=x+3)
-8

2
2X _7X_5=2x—1—

x-3 3

Altsa far vi

JEs g

15.97
Finn integralet.

2 3_ 92,2

J‘3X 6de J-x zx 5x+16dx

X+1 X°—2x-8
Vi kan bare bruke ivis] vis graden til telleren har hayere grad eller
samme grad som nevne
Vi skal vise h en delbrgkoppspalting av uttrykk hvor nevneren
har hgy neren har to eller flere ledd.
Vi kan for e e X4y >, 3

4 x+2 x-2

Hvis vi kan skrivi neren i en brgk som et produkt av forskjellige
farstegradsfaktorer, kan vi skrive bragken som en sum av delbraker der
farstegradsfaktorene er nevnerne.

8
)2( 2 som eksempel. Her er nevneren X2 —4=(x+2)-(x=2).

i to delbrgker, med x +2 0og x —2 som nevnere.
a bestemme to konstanter A og B, slik at

8x—-4 A B
2_4 +

X‘=4 Xx+2 x-2
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8-(-2)—4=A(-2-2)+B(-2+2) 8.2-4=AQ2-
—20=—4A
A=5

Vi utvider brakene pa hayre side slik at de far samme nevner som p
side. Det gir
8x-4  Alx-2) N B(x+2)
x2—4 (x+2)(x=2) (x=2(x+2)
Vi setter tellerne lik hverandre og far
8x—4=Ax-2)+B(x+2) .
Denne likningen skal gjelde for alle x. \

For & finne A setter vi inn =2 for x: For & finne B setter vi i

or X.

+2)
12=4B
B=3

Dette viser at 8)2( =
X

Merk at x i brekene ma
vare forskjellig fra -2 og 2,
da det gir 0 i nevnerne.

Vi kan likevel sette x = +2
som verdier i likningen
8x-4=A(x-2)+B(x+2)
for & bestemme A og B.

Integrasjon
LaPog Qv olynomfunksjoner med grad p og q,

_/

som en sum av g delbrgker der tellerne er

reelle tall A, B, C, ... og nevnerne er farstegradsfaktorene til Q(x).

©® Utvid delbrgkene og sammenlikn tellerne for & bestemme A, B, C, ... .

Finn ‘[@ dx som summen av integralene av delbrgkene.
X

erk!
elleren i brgken har samme grad som nevneren eller hagyere grad enn

nevneren, ma vi dele opp brgken pa andre mater, slik som i Snakk pa side 000

eller ved & gjare en polynomdivisjon (restdivisjon).

b

29
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: 4
Finn | —— dx.
J 9x? -1
Nevneren kan vi skrive som et produkt av to fgrstegradsfaktorer:
9x?—1=GBx+1-3x-1)
4 A B

2 1 u
9x“ -1 3x+1 3x-1
Vi utvider delbrgkene pa hgyre side og sam ner tellerne. Det gir
4=ABx-N+B@Bx+1)

Vi setter inn —3 for x for & finne A. [

Vi bestemmer to reelle tall A og B slik at .

4= A=1-1)+B(=1+1
4=-2A
A==2

Vi setter inn 3 for x for & finne'8

4=A01-0+B(1+
4=2B
B=2

Altsa far vi

-2 2 )dx
x—1

—Eln|3x+1|+gln|3x—1|+C
3 3

j ! dx=1ln| ax +b|+C
ax+b a

+C 2. logaritmesetning: Ina-Inb =In 2

3x+1 b
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15.98
a Regnut(x—2)-(x-1.
b Skriv % som en sum av to delbrgker.
X°—3x+2
X
c Finn | ——dx.
J‘x2 —3x+2
4
. X 8
d Visat | =———dx=In=. ~
-! x?—3x+2 3
15.99
Finn integralet ved delbrgkoppspalting.
1 1
a dx b dx
J‘xz -4 j X2 +x
2x+3 2
C dx
J 4x* 1
Argumenter for om vi bar velg brako ting eller variabelskifte for &

finne integralet.

a ISXZX—BdX

6x
¢ | ——dx
Ix2+5x+3

se med bade delbrgkoppspalting og
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RODE OPPGAVER
15.100
Finn integralet.
dx

a jx2‘4dx b [——dx c| 21dx d |

x2+1 .
L 4

_[ [ i 2|
xIn x J;X nx

15.102

Finn integralet.
i 2

a foeX dx b Ixe‘“‘ dx c jxe" d d [V2x+4 dx
0

15.103

Finn integralene.
a J.8cos4xdx b Jx~costdx C

X

15.101
Finn integralet.

N

a fmTde b Jxlnxdx

d d Jsin2x~cosxdx

BLA OPPGAVER
15.104
Finn integralet.
X
a Ixz—nz dx d jx3 4de
15.105
Finn integralet.
2t —t
a [InvVxd dfE&FC g
jn x dx I oot
15.106
Finn integralet.
. 1
. d [nxd d d
af \‘/‘§+ in x dx cf&nxx j1+&x
) In x In x
d ——d d|—=d
J.Xz X IJ; X
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Volum ved integras)

B

snittflate

venstre nedenfor. Hvis vi tenker
sen som omdreiningsakse,

oss at grafen til f blir dreid
framkommer et om

+1(x)

Til hayre ser du omdreiningslegemet i perspektiv.

Et plan vinkelrett pa x-aksen gjennom punktet (x , 0) skjaerer

einingslegemet. Snittet blir en sirkel med radius r = f(x), se figuren til

ha figuren til venstre ser vi snittet som det fargede linjestykket s.
ealet av den gule snittflaten er da m(f(x))".
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il
Volum av omdreiningslegemer

Hvis du deler opp et hardkokt egg med en eggdeler, far du skiver.
Volumet av egget er lik summen av volumene av de enkelte skivene.

Tilsvarende kan vi tenke oss at vi deler opp et omdreiningslegeme i skiver,
og finner volumet av legemet ved & summere volumetiav skivene.

v x

Vivil finne volumet V av romfigurenvovenfor mellom x =a og x = b.

Vi tenker oss da at den er delt opp i n skivershver med tykkelse Ax = %.

Alle snittflatene star vinkelrett pa x-aksen.

Avstandene fra origo til snittflatenererxg, X1, X5, X3, .. , X,

der x,=ao0g x,, =b.

| hvert intervall velger vi enwerdi for x, som vi kaller x;.

Arealet av snittflaten ved x; kaller.vi A(x;).

Samlet volum av skivene.er tilnaermet lik summen av volumet av hver skive

A(xy)- AXA(X5) - Ax + A(X3) - Ax + ...+A(X;)~Ax=iA(x,-*)~Ax
i=1

Dette kjénner vi igjen.som en riemannsum.
Jo flere skiver vi deler volumet i, desto mindre blir forskjellen pa denne summen
og volumet V. Etter definisjonen av det bestemte integralet far vi da

n b
V= lim 3 A Ax = [ A(x) dx

n—eo
i=1

Arealet av snittflaten er en sirkel med radius r = f(x).
Da er A(x)=-r? = m-(F(x)).

Derfor-er volumet gitt ved

b b b
JAG) dx = [ (F00)) dx == [ (F(x)* dx
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Volum av et omdreiningslegeme om x-aksen
La f veaere en kontinuerlig funksjon i intervallet [a, b
Nar vi dreier grafen i intervallet 360° om x-aksen,
framkommer det et omdreiningslegeme me

b
V =n[(f(x))* dx

L 4

EKSEMPEL 21 Pa figuren har vi tegnet grafen til

en funksjon f gitt ved f(x) = —x + 4.

Grafen til f, x-aksen og linjene x = 1
og x = 3 avgrenser et flatestykke.
Det er vist med lyseblatt j figuren.

Nar dette flatestykket dreies

om x-aksen, framkommer r 0
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15.108

Et omdreiningslegeme framkommer ved at grafen til funksjonen f blir dreid
360° om farsteaksen. Finn volumet av omdreiningslegemet nar

a f(x)=3xo0g9D;=[1,2] b f(x)=+v2x+30gD;=[1,4]

¢ f(x)=ﬁong:[3,7] d f(x)=x+10g D; =[2,5]

e f(x)=e*ogD;=10,In3] f f(x)=sinx, Df:[o,%}.

15.109
Hvis den rette linja y = 2x fra x = =5 til x =5 blirdreid 360° om farsteaksen, far
vi en dobbeltkjegle. Finn volumet av denne romfiguren oglag en skisse av den.

15.110

En funksjon g er gitt ved g(x) = v/25— x°.

a Grafen til g og x-aksen avgrenser et flatestykke som vi dreier om x-aksen.
Hvilken romfigur far vi?

b Bestem volumet av romfiguren i oppgave a pa to mater.

15.111 (Eksamen Forkurset 2015)
Vi skal designe en vase medtgangspunkt.i grafen til funksjonen

Vaseformen oppnas ved a la grafen til f mellom x = 1 dm og x =4 dm danne
konturen til et omdreiningslegeme om x-aksen. Hvor mye vann vil vasen kunne
romme nar konturen gir oss'de indre veggene i vasen?

15.112
Funksjoneng'f.og g er gitt ved

f(x) £x% 0g g(x)=4-3x>

a Finn koordinatene til skjaeringspunktene mellom grafene til f og g.
b 4Finn volumet.av «ringen» som framkommer nar flatestykket avgrenset av
grafene til f og g dreies 360° om x-aksen.

15.113 1
Funksjonen f er gitt ved f(x) = ECOS x+1, D =[0, 2m].

Vi settenV lik volumet av omdreiningslegemet som framkommer ved at grafen
til f blir dreid 360° om x-aksen.
Finn'volumet V.



15F Volum ved integrasjon

UTFURSK Vi kan bruke integrasjon til & finne volumet av legemer i enke

legemene ikke er omdreiningslegemer.
Vi vil finne volumet av en pyramide med kvadratisk grunnflate sli
viser. x-aksen gar gjennom toppunktet pa pyramiden
grunnflaten. Arealet (malt i cm?) av snittflaten x cm fr,

667

tilfeller der

a Finn volumet av pyramide

otrien: V = lGh
3

e ha funnet volumet av pa



15 Integrasjon
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15.114 3
Funksjonen f er gitt ved f(x) = \/:-x, Dy =[2,3].
T

ksen.

Finn volumet av omdreiningslegemet vi far nar grafen til 7 blir dreid 360° om

15.115 .

Funksjonen f er gitt ved f(x) =3x +1.
Et flatestykke er avgrenset av grafen til f, x-aksen og linjene x =1 og
Finn volumet av omdreiningslegemet vi far nar vi dreier flatestykke

15.116
Et flatestykke er avgrenset av grafene til f og g gitt ved f(x
Finn volumet av omdreiningslegemet vi far nar vi dreier flat

BLA OPPGAVER

15.117

Funksjonen f er gitt ved f(x) = 1 ox

—e*.
Jn

Et flatestykke er avgrenset av grafen til f, x-ak
Finn volumet av omdreiningslegemet ar vi dr

sen og linja x =In 3.
testykket 360° om x-aksen.

15.118
Funksjonen f er gitt ved f(x) = si

Bestem volumet av omdreinin emet grafen til f blir dreid 360° om x-aksen.
15.119
Funksjonen f er gitt ved

Et flatestykke er avgrenset av grafen til f, x-aksen og linjene x =10g x =t, der t > 1.
a Finn volumet V(t) av omdreiningslegemet vi far nar vi dreier flatestykket 360° om x-aksen.
b Visat lim wt, og forklar hva dette betyr.

(x+1).

grafen til f, y-aksen og linja y = 2.

finne tilnaermet verdi for volumet av gjenstanden
eier flatestykket 360° om x-aksen. Gi svaret med én desimal.



Sammendrag
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SAMMENDRAG

Det ubestemte integralet ’ ’
[F(x) dx = F(x)+C, der F'(x) =f(x) og C R [ 5 dx=-In|ax

Jk-ulx) dx =k [ulx) dx (keR)
_[(u(x) tv(x))dx = ju(x) dx + Iv(x) dx

1 Isinxdx= +C
x dx=—x"""+C (r#-1
] r+1 Icosxdx +
j;dx=|n|x|+C (x #0)

X
Jtanx cos x| +C

Det bestemte integralet
t C b-a 7
[0 dx = lim 3 f(x))- Ax , der Ax= — [0 ]2 = K(b)-K(a), der K'(x) = f(x)
2 n— e

Areal og integral
fx)

[ dx = L

Volum av omdreiningsleg

b
V=m [(f(x))* dx

Integrasjonsmetoder
Delvis integrasjon
Integrasj

metode





